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角度-空间间断谱元法的遮蔽条件下
二维热辐射特性研究 *
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摘 要：航空发动机燃烧室温度分布对燃烧室结构设计、燃烧过程检测均具有重要意义。燃烧室结

构封闭且复杂、存在大面积的辐射遮挡，这给计算其内部由热辐射引起的温度变化分析带来了一定困

难。本文提出采用角度-空间间断谱元法求解遮蔽条件下封闭腔内热辐射问题。在求解过程中，通过黎

曼迎风方案对空间单元边界上的辐射信息进行分割，实现单元间信息的有效传递。通过与文献结果进行

对比发现：角度上采用间断谱元法可有效抑制辐射遮蔽带来的数值振荡，相同角度离散单元数下，可以

获得比离散坐标法更光滑的计算结果。通过分析网格数和基函数阶数对数值结果的影响，发现该方法具

有 hp 收敛特性。此外，控制角度计算节点相同，在与离散坐标法相当的计算精度下，消耗更少的计算

时间。
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Angle-Space Discontinuous Spectral Element Method for 
Two-Dimensional Thermal Radiation Heat Transfer 

Within Shadowing Boundary Condition
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Abstract：The temperature distribution of aero-engine combustor is very important for the structural design 
and combustion process detection of aero-engine combustor. The combustor structure is closed and complex， and 
there is a large area of radiation shielding， which bring some difficulties to the calculation of temperature change 
caused by thermal radiation. An angle-space discontinuous spectral element method is proposed to solve the ther⁃
mal radiation problem in a closed cavity under shielding conditions. In the solving process， the radiation informa⁃
tion on the space element boundary is segmented by Riemann upwind scheme to achieve effective information 
transfer between elements. Compared with the results in the literature， with same angular elements， it is found 
that the discontinuous spectral element method can effectively suppress the numerical oscillation caused by radia⁃
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tion shielding and obtain smoother results than the discrete coordinate method. By analyzing the influence of ele⁃
ment numbers and the order of basis function on numerical results， this method has hp convergence characteris⁃
tics. In addition， control angle calculation nodes are same， which spends less calculation time under the same 
calculation precision with discrete coordinate method.

Key words：Combustor；Thermal radiation；Radiation shielding；Angle-space discontinuous spectral el⁃
ement method；Riemann up-wind system

1 引 言

航空发动机燃烧室内温度分布数值仿真对于了

解发动机高温燃烧过程、研究燃烧机理、实现低碳

高效燃烧、优化机构设计、热端部件受力分析均具

有十分重要的意义［1-3］。由于高温介质的存在，热

辐射成为燃烧室内部主要的热交换方式之一［4-5］。

当火焰筒存在理想的气膜冷却效果时，热辐射是最

主要的燃气与壁面换热方式［6］。同时，航空发动机

内部结构不是开阔的，存在许多不透明结构，会对

辐射射线起到遮挡作用［7］。因此开展封闭空间内

具有遮蔽结构的热辐射数值方法研究是十分有必

要的。

发动机燃烧室内部存在大面积的辐射遮挡，这

给采用离散坐标、有限元等基于欧拉坐标系分析遮

蔽条件下高温介质辐射传递过程带来了困难，容易

导致仿真获得的温度分布存在数值振荡和扭曲［8］。

Sanchez 和  Smith［9］引入遮蔽问题的辐射计算，利用离

散坐标法（Discrete Ordinates Method，DOM）计算了封

闭腔内具有突起遮挡的二维空间热辐射分布。Ad⁃
ams 和 Smith［10］进一步采用该方法分析了封闭腔内由

于冷却管导致的热辐射遮蔽问题。Howell 等［11］指出

在分析封闭区域内热辐射过程时，主要存在以下两

个难点：（1）热辐射问题是一个高维问题［12］，其主要

待求参数（辐射强度）是空间和角度的高维函数；（2）
由于辐射传递的方向性，对于复杂结构会存在辐射

遮蔽现象，导致辐射强度在空间和角度分布均存在

强烈间断，在数值求解过程中容易导致数值解产生

非物理振荡。例如，Zabihi 等［13］采用有限体积法分

析复杂区域内热辐射问题时，就出现了严重数值

振荡。

针对热辐射计算，研究人员开发了多种数值求

解方法。这些数值求解方法主要分为两类：第一类

是基于随机性原理的方法，例如蒙特卡洛法（Monte-
Carlo Method，MCM）［14-16］，射 线 追 踪 法（Ray Travel 
Method，RTM）［17-18］等。该类方法存在对带有遮蔽的

复杂区域适应性好、计算精度高等优点，但也存在计

算量大、不易于流动和对流传热耦合计算等缺点。

另一类是基于空间网格的确定性方法，例如：有限体

积法（Finite Volume Method，FVM）［19］，有限元法（Fi⁃
nite Element Method，FEM）［20-21］，离散坐标法［22］等，此

类方法易于流动和对流传热耦合计算。但是，传统

有限体积法和有限元法对遮蔽边界出的辐射间断较

难捕捉，容易产生数值振荡解。为了解决上述问题，

人们提出了一种间断伽辽金法（Discontinuous Galer⁃
kin，DG）［23-24］。该方法对间断有天然的适应性，且能

够防止人工耦合［25］。为了进一步提升间断伽辽金法

的计算精度，Zhao 和 Liu［26］提出将间断伽辽金与高阶

谱方法（Spectral Method，SM）结合，即在有限元内进

行高阶谱离散，形成间断谱元法（Discontinuous Spec⁃
tral Element Method，DSEM），该方法可以实现 hp 收敛

特性。此外，可以将该方法在非结构网格中实施，这

样既可以保证对复杂结构热辐射问题的适应性，又

可以保障它的高计算精度。

目前，大多数基于空间网格的确定性方法均是

在辐射空间域上进行改进，对于角度方向域依然采

用传统的有限体积、离散坐标等低阶数值方法。这

将导致在角度离散方向不足时容易出现射线效应，

增大计算误差［27-28］。这种现象对于遮蔽条件下的热

辐射问题尤为明显。最近，Clarke 等［29］和 Wang 等［30］

提出一种在角度和空间均采用间断伽辽金法的热辐

射模型，并将其应用到简单的一维直角和圆柱坐标

热辐射问题分析中。

本文在上述研究的基础上，提出一种角度-空间

间断谱元法（Angle-Space Discontinuous Spectral Ele⁃
ment Method，ASDSEM），并将其应用到遮蔽条件下的

二维热辐射分析中。在求解过程中，对于遮蔽条件

下非结构单元之间的辐射信息传递问题，引入黎曼

迎风格式进行分割，详细推导了基于该方法求解遮

蔽条件下辐射传递方程的离散过程，给出了相应的

热辐射模型。随后，通过多组算例验证了该数值模

型的正确性和有效性。并对方法的数值特性进行讨

论分析。
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2 方 法

2.1 数学模型

《传热学》［31］中提到：“在工程常见的温度范围

内，许多工程材料的光谱吸收比基本上与波长无关。

因此，工业上辐射传热计算一般都按照灰体来处理，

这种简化处理给辐射传热分析计算带来了很大方

便”。因此，本文为了简化工程辐射传热模型，考虑

介质为灰体介质，其辐射传递方程的表达式为

Ω·∇I + βI = s （1）
式中 Ω为方向向量；I 为辐射强度；β 为衰减系数；s 为

源项，可表达为

s = (1 - ω) βIb + ωβ
4π ∫4π

I ( r,Ω') Φ (Ω',Ω ) dΩ'（2）
式中 ω为散射系数，Ib 为介质黑体辐射强度，Φ (Ω'，Ω )
为散射相函数。

对于不透明黑体边界，辐射边界条件为

I ( )rw ,Ω = σT 4
w π , nw·Ω ≥ 0 （3）

式中 rw 为边界空间坐标，Tw 为边界温度，nw 为边界法

向量。

边界上的辐射热流可表示为

qw = ∫4π
I cos (nw ,Ω )dΩ （4）

由于辐射强度是角度和空间的多维函数，相应

的辐射传递方程是高维方程。在求解过程中，需要

对角度和空间分别离散，在本文中对角度和空间计

算域均采用间断谱元法离散。

2.2 角度离散

首先，对角度计算域沿 θ 和 φ 方向展开，采用四

边形网格进行划分。辐射强度在角度离散过程中，

基函数采用切比雪夫多项式，图 1 给出了二维三阶切

比雪夫多项式的基函数 w 1，1~w 4，4 示意图。

利用上述基函数，对辐射强度进行角度离散为

I = ∑
j = 1

N a

wj I ( )r,Ω j （5）
式中 N a 为角度单元内离散节点个数，wj 为插值基

Fig. 1　Three-order basis functions
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函数。

在角度单元内，采用伽辽金投影，可得到弱格式

的辐射传递方程离散形式

∫
Ω

wi( )Ω·∇I + βI dΩ = ∫
Ω

wi sdΩ i = 1,2,⋯,N a（6）
将方程（5）代入方程（6），并排列成如下矩阵

形式

A·∇I + BI = S （7）
式中 I为各角度辐射强度列向量，各矩阵元素表达

式为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

A i,j = ∫
Ω i

w i( )wjΩ dΩ
B i,j = ∫

Ω i

w i βwj dΩ
S i = ∫

Ω i

w j sdΩ
（8）

2.3 空间离散

为了适应空间结构变化，采用非结构三角网格

进行空间单元离散。在离散过程中，可采用如图 2 所

示方法，将标准单元内参数通过空间变化投影到实

际三角单元中。

在等参单元采用切比雪夫基函数进行张量积展

开，相应辐射强度可离散为

I = ∑
j = 1

N s

ϕj I ( )r j ,Ω （9）
式中 ϕj 为空间离散基函数，形式与角度基函数一致，

N s 为空间单元内离散节点个数。

在空间单元内，对方程（7）实施伽辽金投影，可

得到如下弱格式方程

∫
l
ϕ i ( A·∇I + BI )ds = ∫

l
ϕ iSds i = 1,2,⋯,N s（10）

利用高斯散度定理，方程（10）可改写为

-∫
l
∇ϕi·AIds + ∫∂l

ϕ i ( A·n∂l I )dl +
∫

l
ϕ iBIds = ∫

l
ϕ iSds

i = 1,2,⋯,N s（11）

式中 ∂l为单元边界，n∂l 为边界外法线。

2.4 黎曼迎风

在计算过程中，为避免大矩阵求解对计算资源

的高需求，利用角度单元之间相互独立特性，在角度

单元上实行并行计算策略。而空间单元存在上下游

关系，需要采用扫描计算策略逐次求解。在求解过

程中，上游单元计算结果可作为下游单元的边界

条件。

在一个角度单元内，空间单元边界与角度的关

系决定了空间单元间的信息传递方向。如图 3 所示，

会出现空间单元边界从角度单元中间穿过的情况。

此时，为了保证空间单元之间的信息有效关系，需要

引入黎曼迎风方案对空间单元边界上的辐射信息进

行分割。

首先，对边界上的矩阵进行特征值分解

A·n = LΛR （12）
式中 L 为左特征向量矩阵，Λ为特征值矩阵，R为右特

征值矩阵。根据特征值的正负，可将特征值矩阵改

写为 Λ = Λ+ + Λ-。此时，方程（12）可改写为

A·n = A+ + A- （13）
式中 A+ = LΛ+R表示输出单元的信息矩阵，A- = LΛ-R

表示输入单元的信息矩阵。

其次，将方程（13）代入方程（11），将输出信息作

为未知量放在方程左边，将输入信息作为已知量放

在方程右边，相应方程可改写为

-∫
l
∇ϕi·AIds + ∫

l
ϕ i ( A+ I )dl + ∫

l
ϕ iBIds =

∫
l
ϕ iSds - ∫

l
ϕ i ( A- I )dl i = 1,2,⋯,N s

（14）

2.5 计算流程

第一步：角度域划分单元，在单元内离散，组装

角度信息矩阵方程（8）。

第二步：空间域划分单元，对空间单元依次扫

描，将辐射传递方程离散为方程（11）。

Fig. 2　Schematic of projection between standard element 

and physical element

Fig. 3　Information transfer between adjacent elements
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第三步：采用黎曼迎风方案确定求解方程（14）；

并在边界单元中引入相应边界条件（方程（3））。

第四步：通过辐射强度计算温度和壁面辐射热流。

3 结果与讨论

3.1 算例几何模型及边界条件

为了说明方法的性质和特点，本文计算了三个

存在遮蔽结构的几何模型。如图 4（a）所示，算例 1 为

方腔内存在一个挡板的算例，方腔的长宽都为 H，顶

部存在一个长为 L 的挡板，挡板厚度为 δ，其内部 617
个非结构网格划分示意图如图 4（b）所示；如图 4（c）
所示，算例 2 为方腔内有三挡板的算例，与算例 1 相

比，该算例的空间结构更加复杂，辐射在方腔内的遮

挡更明显。方腔长宽均为 H，三块挡板的长度均为 L，

厚度为 δ，下壁面两挡板之间的距离为 0.4H，沿中轴

对称分布。图 4（d）给出了 1957 个非结构三角网格网

格划分示意图；如图 4（e）所示，算例 3 方腔内部存在

沿径向分布肋片的遮挡结构。其中由于对称关系，

计算时只计算 1/4 区域结构即可，其中计算区域的长

宽 为 H，内 部 圆 形 半 径 为 R = 0.5H，肋 片 高 度 L =
0.25H，肋片厚度为 W = 0.1H。图 4（f）给出了 896 个

非结构三角网格网格划分示意图。

本文三个算例中，介质均为灰体，吸收，发射介

质。壁面均为黑壁面。其中，算例边界条件如表 1 所

示 ，其 中 算 例 1 和 算 例 2 的 介 质 发 射 功 率 为

P g = 10 W。边界及挡板单位长度的发热功率为 Pw =
1 W。算例 3 中介质的温度随迭代变化，达到能量平

衡为止。内部圆形几何和肋片温度固定为 T inn =
1000K ，方腔壁面温度 T out = 300K。

3.2 算例1

图 5 给出了光学厚度 τL = βH 分别为 0.1 和 1 两种

工况下左半边界上辐射热流的分布。图 5 将角度采

用 Nθ × Nφ = 10 × 20 个 结 构 网 格 的 离 散 坐 标 法  
（DOM）和角度-空间间断谱元法（ASDSEM）与 Coelho
等［32］采用的区域法  （Zone method，ZM）结果进行对比

分析。可以看出：在相同角度网格数下，ASDSEM 的

计算结果比 DOM 结果更加光滑，与区域法结果［32］更

相近。在图 5（a）与图 5（b）中，与 ZM 结果［32］相比，

Fig. 4　Diagram of structure and mesh

Table 1 Gas media boundary conditions and wall boundary conditions of three cases

Case
1
2
3

Gas media boundary condition
P g = 10W
P g = 10W
Balance

Wall boundary condition
Pw = 1W
Pw = 1W

T inn = 1000K， T out = 1000K
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DOM 的最大相对误差为 0.0436 和 0.0247，而 ASDSEM
的最大相对误差是 0.0278 和 0.0205。因此，ASDSEM
对空间遮蔽问题有较好的适应性和正确性。此外，

从图 5 也可以看出，随着光学厚度增加，左边界及挡

板上的辐射热流均增加。如图 6 所示，比较了图 5 热

流分布图中节点处的相对误差分布图，可以看出控

制角度单元个数相同时，角度采用 DOM 离散误差波

动剧烈，存在多处误差较大的计算结果，采用 ASD⁃
SEM 的数值误差整体较低。

为了进一步证明该方法在不同光学厚度中有效

性和可靠性，考虑了光学厚度为 10 的情况。由于光

学厚度较大，辐射能在空间传输过程衰减很快，辐射

能衰减梯度很大。这给辐射在空间离散带来了很大

的挑战。图 7 分别给出了空间单元离散数和单元内

基函数阶数的变化对计算结果的影响。可以看出，

随着单元数的增加，计算结果逐渐收敛，趋近于 ZM
结果［32］。但与相同空间节点下的单元高阶基函数结

果相比，收敛速度较慢。表 2 进一步给出了上述算例

的计算误差、计算内存和计算时间。从表中可以看

出，采用空间单元内增加基函数阶数的方法比加密

网格耗费的计算时间更少、收敛速度更快。也说明了

Fig. 5　Radiation heat flux along the boundary of square 

cavity

Fig. 6　Relative error of radiation heat flux along the 

boundary of square cavity

Fig. 7　Radiation heat flux along the boundary of square 

cavity with different order of basis function, and different 

special elements
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ASDSEM 具有 hp收敛特性。因此，对于光学厚度较大

的介质辐射，单元内采用高阶基函数更具有优势。

3.3 算例2

在光学厚度为 0.1 时，图 8（a）给出了左边界上的

辐射热流分布。当角度上采用 Nθ × Nφ = 10 × 20 时，

DOM 结果与 ZM 结果之间的最大相对误差为 0.0661，
而 ASDSEM 结果与 ZM 结果［32］之间的最大相对误差

是 0.0393。图 8（b）和 8（c）分别给出了挡板表面辐射

热流分布。从图中可以看出，ASDSEM 结果更接近

ZM 结果［32］，且计算结果更光滑。此外，还可以看出，

挡板上的辐射热流在挡板根部较小、在尖部较大。

这是由于辐射传输存在明显的方向性，由于挡板遮

蔽的影响，存在“可见面积”的不同。当可见面积越

大，则接收到壁面和介质的辐射能越大；此时，挡板

处的辐射热流也越大，反之亦然。

如表 3 所示，保证所有算例在角度离散时的离散

节点数 N node 相同为 60 × 120。采用 ASDSEM 离散时，

角度节点数 N node 为角度单元数与单元内离散节点个

数的乘积，当单元内插值函数精度增加，可以减少角

度单元数量以维持角度节点个数不变，单元数量的

减小会降低计算时间，与此相对，单元内插值节点增

加会使计算矩阵的规模变大从而增加计算时间。在

两个因素的共同作用下，角度基函数采用 2 阶精度时

计算时间较少。同时，从图中可以看出在角度计算节

点相同时，ASDSEM 的误差和占用计算机内存与角度

采用 DOM 的情况相当，但是计算时间要明显减少。

3.4 算例3

为了进一步验证本文方法正确性，控制角度 Nθ ×
Nφ = 10 × 30。如图 9所示介质的散射反照率 ω = 0.7，

Table 3 Comparisons of relative errors, memories, and CPU times for the case of τL = 0.1

Case

ASDSEM

Discrete angle
by DOM

Nθ × Nφ

30 × 60
20 × 40
15 × 30

60 × 120

Order of basis function
1
2
3

Nnode

60 × 120

Relative error
0.0413
0.0395
0.0441
0.0389

Memory/Mb
6734.6
6756.6
6791.4
6753.8

CPU time/s
267.85
183.33
187.43
505.26

Table 2 Comparisons of relative errors, memories, and 

CPU times for the case of τL = 10

Number of 
special 

elements
617 × 1
617 × 4
617 × 9

617 × 1

Order of 
basis 

function

1

1
2
3

Relative 
error
0.215
0.070
0.034
0.215
0.014
0.010

Memory/Mb

5671.8
6558.8
8954.2
5671.8
6334.7
6637.3

CPU 
time/s
30.74

187.61
734.28
30.74
58.76

140.19

Fig. 8　Radiation heat flux of square cavity
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计算了 τL = 0.1 和 τL = 5.0 两种情况下，内部具有圆

柱和肋片遮挡的方腔内辐射结构体上表面无量纲热

流 q* = q/ (σT 4
inn ) 分布。通过与 Lygidakis 等［33］计算

结果对比最大相对误差为 2.03%，可以说明本文方

法的正确性，以及对复杂结构的适应性。图 10（a）
和图 10（b）展现了无量纲温度 T* = T T inn 的分布，可

以看出光学厚度厚的情况温度梯度大、分布范围广。

4 结 论

为了计算遮蔽条件下封闭腔内高温介质热辐射

问题，本文提出采用角度-空间间断谱元法对计算域

进行离散。通过公式推导给出了方法的离散方程、

计算流程。对比三种不同几何结构内介质辐射问题

结果，得到以下结论：

（1）该方法边界辐射热流与文献结果吻合良好，

可以证明角度-空间间断谱元法对具有遮挡结构的

封闭内热辐射问题有很好的计算精度，适应性好。

（2）控制角度离散单元相同，角度-空间间断谱元

法的计算结果比离散坐标法的更光滑，相对误差更

小，可以说明角度采用间断谱元法对辐射遮蔽带来的

数值振荡有很好的抑制效果，具有更小的射线效应。

（3）在光学厚度的算例中，采用高阶空间基函数比

加密网格误差收敛速度更快，消耗计算机资源更少，计

算效率更高。同时验证了本文方法具有 hp收敛特性。

（4）控制角度计算节点相同，采用角度-空间间

断谱元法对比角度采用离散坐标法离散在达到相同

计算精度的情况下，计算时间更短，占用电脑内存大

小差别不大。
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