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摘 要：针对航空发动机中某直齿轮节圆位置，考虑弹流润滑中的热效应，研究了速度参数 （
-u），

载荷参数（
-w）与材料参数（

-g）对等温解与热解的影响。并对目前广泛用于计算等温条件下最小油膜厚

度的三种经验公式进行了对比分析。发现在本文研究的工况范围内采用Грубин与Dowson公式计算得到

的弹流润滑等温解与热解误差较大。而 Yang 公式在速度参数较低或载荷参数适中的情况下等温解与热

解误差较小，在部分工况中可以直接采用该公式对线接触最小油膜厚度进行预测。三种等温经验公式均

将载荷参数的影响估计过高。同时以相对误差10%作为量化等温解与热解的界限给出了各无量纲参数的

参考范围，若满足以下条件之一，则不可忽略弹流润滑中热效应的影响，等温解不再适用：（1） -u>
10-10；（2）-w<5×10-5且-u>5×10-11；（3）-w>3×10-4。
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General Analysis of Minimum Film Thickness in Line 
Contact Elastohydrodynamic Lubrication
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Abstract：Aiming at the pitch circle position of a spur gear in an aeroengine， considering the thermal effect 
of elastohydrodynamic lubrication， the effects of velocity parameters （-u）， load parameters （-w） and material pa⁃
rameters （-g） on isothermal solution and thermal solution were studied. Three empirical formulas widely used to 
calculate the minimum oil film thickness under isothermal conditions are compared and analyzed. It is found that 
the error between the isothermal solution and thermal of elastohydrodynamic lubrication calculated by the formula 
of Грубин and Dowson is large within the working conditions studied in this paper. Yang’s formula has a small er⁃
ror in isothermal solution and thermal solution under low velocity or moderate load parameters， which can be di⁃
rectly used to predict the minimum oil film thickness of line contact in some working conditions. All three iso⁃
therm empirical formulas overestimate the effect of load parameters. The relative error of 10% is taken as the 
boundary between the quantized isothermal solution and thermal solution， and the reference range of each dimen⁃
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sionless parameter is given. If one of the following conditions is met， the influence of thermal effects in elastohy⁃
drodynamic lubrication cannot be ignored， and the isothermal solution is no longer applicable： （1） -u>10-10； 
（2） -w <5×5-10 and -u >5×10-11； （3） -w >3×10-4.

Key words：Aeroengine；Line contact；Film thickness；Elastohydrodynamic lubrication；Thermal effect

1 引 言

油膜厚度是工程师在设计摩擦学系统时应该估

计的一个很重要的参数，而最小油膜厚度则对能否

实现良好润滑有着重要影响。Zhang 等［1］采用层状油

膜滑移模型发现油膜滑移和热效应对油膜厚度均有

影响。Tsuha 等［2］研究了不同滚子轴承的线接触几何

形状对油膜厚度的影响。路遵友等［3］发现圆柱滚子

轴承中热弹性变形量与最小油膜厚度处在同一数量

级，但热弹性变形对最小油膜厚度的影响较小。

Almqvist等［4］采用 CFD 方法验证了 Reynolds方程求解

线接触弹流问题的正确性。Shahrivar 等［5］给出了定

义有效润滑剂黏度的回归公式，并发现摩擦系数为

卷吸速度乘以有效黏度的函数。Fryza 等［6］通过实验

验证了油膜厚度主要由卷吸速度与滑油黏度决定，

并总结了润滑剂的近似流变特性规律。Marx 等［7］将

铬半反射涂层应用于透明的聚氨酯光盘，使传统的

光干涉法测量具有较软接触面的膜厚成为了现实。

Liu 等［8］总结发现等温、光滑表面条件下计算的油膜

厚度偏厚。Meziane 等［9］通过实验验证了外部温度的

升高会使得中心膜厚与最小膜厚降低。李宝良等［10］

对齿轮温度场进行了分析，发现齿轮转速对温度影

响较大，转速越高温升越高。顾俊杰［11］考虑了非牛

顿流体效应与热效应，发现等温解与热解的趋势相

似，仅热解数值较低。Wang 等［12］发现粗糙度对中心

油膜厚度影响较大，使中心膜厚呈锯齿状分布，但粗

糙度对平均油膜厚度的影响较小。

以往的研究大多单独针对弹流等温解或热解进

行计算，也有研究人员只考虑了单一等温解与热解

在数值上的差异，或是针对某一经验公式给出分析，

并没有明确线接触弹流润滑等温解与热解之间的界

限。针对这些问题，此次研究针对直齿轮啮合过程

中载荷最重的节圆位置开展分析，并对应用较为广

泛的用于计算等温条件下线接触最小油膜厚度的经

验公式进行了对比分析，由于粗糙度对最小油膜厚

度的影响与所选择的粗糙度分布函数或是表面真实

形貌相关，不同的粗糙度函数会对计算结果产生不

同大小的影响，并且各个经验公式也没有考虑粗糙

度的影响，因此本文选择了光滑表面，仅从热效应这

一角度来进行上述对比分析。随后研究了速度参

数、载荷参数与材料参数对弹流润滑等温解与热解

的影响规律，以等温解与热解最小膜厚相对误差

10%［13-15］为界限，量化各无量纲参数的适用范围。

2 基本方程和数值解法

2.1 基本方程

流体动力润滑是由润滑剂形成的薄膜把两工作

表面完全分隔开，而流体膜中的压力是由表面的相

对运动将黏性流体带入越来越小的间隙中产生的，描

述流体润滑这种物理现象的基本方程为 Reynolds 方
程，是 Navier-Stokes（N-S）方程的一种特殊形式；齿

轮啮合过程中的高载荷往往会带来不可忽略的弹性

变形，因此引入 Hertz 接触理论；高载荷又会导致润滑

剂的黏度与密度发生变化，因此也需要采用相应的

黏-密方程；而接触带来的热效应也不可忽略；在整

个计算模型建立的过程中应用到的基本方程如下。

2.1.1 膜厚方程       
渐开线直齿轮啮合可以简化为两圆柱体接触的

线接触模型，两圆柱体的接触可以进一步转化为一

圆柱体与刚性平面的接触。R1，R2分别为两接触体的

曲率半径，其综合曲率半径为

R = R 1 R 2
R 1 + R 2

（1）
如图 1 所示，包含表面弹性变形的线触油膜厚度

方程为

h ( x) = h0 + x2

2R
+ 2

πE′ ∫ s0

s1
p ( )s ln ( s - x) 2 ds

E′ = 1
2 ( 1 - ν2

1
E 1

+ 1 - ν2
2

E 2 ) （2）

Fig. 1　Line contact equivalent model



推　进　技　术 2023 年第 44 卷  第 3 期

210824-3

式中 h0为接触区域中心油膜厚度（m）；E′为两接触固

体综合弹性模量（Pa）；s0，s1分别为求解区域的起始与

终止坐标；ν 为泊松比。

2.1.2 Reynolds方程       
假设润滑油为牛顿流体，遵守牛顿黏性定律，油

膜受到的惯性力等可以忽略不计；由于油膜厚度极

小，因此假设油膜压力沿厚度方向不变；基于以上假

设的广义一维 Reynolds方程［16］为

∂
∂x ( ρh3

η
∂p
∂x ) = 12u s

∂( )ρh
∂x

（3）
式中 ρ 为润滑剂密度（kg·m-3），h 为油膜厚度（m），η 是

油膜黏度（Pa·s），p 为油膜压力（Pa），us为 x 方向卷吸

速度（m·s-1），其中 us=（u1+u2）/2，u1，u2 分别为两固体

表面的速度。

在求解 Reynolds方程时，其边界条件为

p ( x in /out) = 0
p ( x) ≥ 0 ( x in < x < x out) （4）

2.1.3 黏-温-压方程       
滑油的黏-温-压关系采用 Roelands关系式［17］为

η = η 0 expì
í
î

ïï

ïï
c·é

ë

ê
êê
ê(1 + β ) q( T - 138

T0 - 138 ) S

- 1ù
û

ú
úú
úü
ý
þ

ïïïï

ïï
（5）

式中 η0为滑油初始黏度（Pa·s），T0为环境热力学温度

（K），T 为油膜实际热力学温度（K），黏 -压系数 q=
0.68，黏-温系数 S=-1.1。c=lnη0+9.67，β=p/p0，压力黏

度系数 p0=1.96×108。

2.1.4 密-温-压方程

滑油的密度-温度-压力关系采用 Dowson-Hig⁃
ginson 关系式［18］为

ρ = ρ0
é

ë
ê
êê
ê1 + 0.6 × 10-9 p

1 + 1.7 × 10-9 p
+ D (T - T0 )ù

û
ú
úú
ú （6）

式中 ρ0 为滑油初始密度（kg·m-3），温度密度系数 D=
-0.00065K-1。

2.1.5 载荷平衡方程

数值求解弹流问题是在给定载荷条件下进行

的，所以求出的压力必须满足载荷平衡条件（方程），

即压力在整个接触区域的积分需要与给定的载荷相

同，载荷平衡方程为

w - ∫
s0

s1
p ( s) dx = 0 （7）

式中 p ( )s dx 为载荷分布函数，w 为接触区域单位长度

载荷（N/m）。

2.1.6 油膜能量方程       
在不考虑油膜的惯性力、体积力与热辐射的影

响，忽略除膜厚方向的热传导，油膜厚度的尺度远小

于接触区域在其他方向的尺度的情况下，可认为

∂p/∂z = 0，故油膜的能量方程为

cp ρ (u s
∂T
∂x

+ u3
∂T
∂z ) = k

∂2T
∂z2 - T

ρ
∂ρ
∂T

u
∂p
∂x

+ η ( ∂u s∂z ) 2

（8）
式中 cp是滑油质量热容（J·kg-1·K-1），k 是滑油导热系

数（W·m-1·K），v为 z方向流速（m·s-1）。

2.1.7 运动方程

在已知接触区域润滑油膜的压力与膜厚分布的

情况下，才能求解油膜在 x 方向的速度，从而对油膜

的能量方程进行求解。对运动方程进行微分即可得

到对应流速

∂
∂z ( 1

η
∂u
∂z ) = ∂p

∂x
（9）

2.1.8 连续方程

由于油膜能量方程（8）中的流速 u3会给分析造成

一定的困难，因此使用连续性方程对其进行替换

∂( )ρu s
∂x

+ ∂( )ρu3
∂z

= 0 （10）
2.1.9 固体区域能量方程

求解油膜能量方程还需要已知上下固体接触面

热界面条件，固体区域热界面方程为

T1 = 1
πρ1 c1 k1 u1

∫-∞

x

k
|
|
||||∂T

∂z
z = 0

ds

x - s
+ T1,0

T2 = 1
πρ2 c2 k2 u2

∫-∞

x

k
|
|
||||∂T

∂z
z = h

ds

x - s
+ T2,0

（11）

式中角标 1，2 分别代表接触区域的上下表面；ρ，c，k，

ui，Ti，0 分别代表齿轮材料的密度（kg·m-3），比热容

（J·kg-1·K-1），导热率（W·m-1·K），两表面沿 x 方向的

切向速度（m/s），初始温度（K）。

固体区域能量方程的热边界条件为

q1 = -k
|

|
|
||
|∂T1∂z1 z1 = 0

= k
|
|
||||∂T

∂z
z = 0

q2 = -k
|

|
|
||
|∂T2∂z2 z2 = 0

= k
|
|
||||∂T

∂z
z = h

（12）

2.2 方程无量纲化及数值求解过程

在开始数值计算前，需要对上述理论方程进行

无量纲化与离散，如表 1 所示。表中 x 为卷吸速度方

向的坐标数值（m）；z 为油膜厚度方向的坐标数值

（m）；b 为 Hertz 接触区域宽度（m）；-4.0<-x<2.4；ε 为材

料参数的系数，其与黏压系数 q 有关，ε = q × 5.1 ×
10-9 × [ ln ( η 0 ) + 9.67 ]。

根据润滑油的流动情况分析，入口区可能存在
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一个逆流区，对于低速情况，逆流区很小，可以忽略

不计，但在高转速或重载的情况下，逆流区的范围将

逐渐扩大，并且逆流区逐渐向中心方向移动，此时逆

流区对温度计算的影响就成为了不可忽略的因素，

因此根据流动的方向选择不同的差分方向，从而克

服逆流给温度分析造成的困难，因此给出如下差分

格式［19］

( )∂T
∂x

i,k
= ( )Ti,k - Ti - 1,k Δx ui,k ≥ 0

( )∂T
∂x

i,k
= ( )Ti + 1,k - Ti,k Δx ui,k < 0

（13）

图 2为线接触热弹流润滑数值计算的基本过程。

2.3 数值验证

为了将具体实验结果和对应数值结果进行对比

分析，给出齿轮油膜数值计算绝对误差 δh 和相对误

差 err的定义为

δh = h - h simulation （14）
err = δh

h simulation
（15）

式中 h 为对比油膜厚度，hsimulation 为本文计算的油膜

厚度。

现选取文献［20］中通过光干涉法得到的线接触

圆柱滚子在接触区域中的油膜厚度分布实验结果，

以实验结果作为参考，根据式（15）得到的相对误差

来验证本文中热弹流润滑数值计算结果的准确程

度。为了避免出现数值计算结果与实验结果偶然吻

合的情况，因此选择了文献［20］中多个实验工况来

进行验证，如图 3 所示。同时表 2 给出了实验中圆柱

滚子以及滑油的相关参数。

从图 3中可以发现不同工况下计算得到的油膜厚

度分布与实验结果相吻合，最大绝对误差 0.059μm，最

大相对误差不超过 9%，由于实验采用光干涉法进行

Fig. 3　Experimental and numerical results

Fig. 2　Process of line contact thermal elastohydrodynamic 

program

Table 2 Experimental parameters of cylindrical roller and 

lubricating oil[20]

Parameter
Radius of roller Rx/mm
Length of roller l/mm

Comprehensive E′/GPa
Lubricant viscosity η0/（Pa·s）

Value
4.1

13.7
1.20

0.5708

Table 1 Dimensionless variable

Parameter
x方向坐标

z方向坐标

无量纲黏度

无量纲密度

无量纲压力

Hertz接触压力

无量纲膜厚

载荷参数

速度参数

材料参数

Value
-x = x/b

-z = zR b2
-η = η η0
-ρ = ρ ρ0
-p = p pH

pH = 2w ( )πb

H = hR b2
-w = w ( )E′R2

-u = η0 μs ( )E′R
-g = εE′
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测量，实验本身会有些许误差，且不同数值求解格式

也会影响计算值，因此认为本文的计算结果可信。

3 数值求解与经验公式

3.1 工况参数

以航空发动机中某圆柱齿轮为研究对象。该齿

轮的相关结构工况参数见表 3，一对啮合齿轮的齿数

z，齿轮模数 m，压力角 α，齿宽 L，设计点转速（小齿

轮）n，设计点功率 P。设计点供油温度（140℃）下齿

轮材料物性参数和滑油物性参数见表 4 和表 5。假设

齿轮正常运转时为全油润滑，能够形成完整油膜，对

齿轮进行润滑数值仿真分析。

3.2 经验公式及数值对比

摩擦学常用摩擦比厚的概念来描述动力机械的

润滑情况，即最小油膜厚度与两接触表面的综合粗

糙度的比值，当该数值大于 3 时，一般认为当前处于

完全弹流润滑，小于 1 则为边界润滑状态，1~3 则为混

合润滑状态。因此在评价齿轮的润滑良好与否时，

便需要对齿轮啮合区域出现的最小油膜厚度进行准

确计算。现选取各类机械手册以及文献中常用的最

小油膜厚度计算经验公式，研究速度参数、载荷参

数、材料参数对最小油膜厚度的影响。同时分析热

解与等温解的适用范围与差异性。三种常用求解等

温条件下线接触最小油膜厚度公式如下：

格鲁宾（Грубин）无量纲经验公式［21］

Hmin = hmin
R

= 1.95 (-u ) 0.73(-g ) 0.73(-w ) -0.09
（16）

道森（Dowson）无量纲经验公式［18］

Hmin = hmin
R

= 2.65 (-u ) 0.7(-g ) 0.54(-w ) -0.13
（17）

杨沛然（Yang）无量纲经验公式［22］

Hmin = hmin
R

= 6.76 (-u ) 0.75(-g ) 0.53(-w ) -0.16
（18）

式中
-u，-g，-w 均为无量纲参数，分别为速度参数、材料

参数、载荷参数。

-u = η 0 u s
E′R

-g = εE′ -w = FN /L
E′R

（19）
式中 R 为啮合点综合曲率半径（m），FN为齿轮承受法

向力（N）。

固定载荷参数与材料参数，随着速度参数的增

大，最小油膜厚度等温解与热解之间的差异以及变

化趋势如图 4 所示。

Table 3 Geometric parameters of spur gears

Parameter
Gear teeth number

m/mm
α/（°）
L/mm

n/（r/min）
P/kW

Value
43/30

2.5
25
10

28442
192.5

Table 4　Physical properties of gear material at 140℃

Parameter
Material

Roughness Ra/μm
λ/（W·m-1·K）
cp/（J·kg-1·K-1）

ρ/（kg·m-3）
E/GPa

Poisson’s ratio

Value
16Cr3NiWMoVNbE

0.4
30.0
721

7980
212
0.3

Table 5 Physical properties of 4106# lubricating oil at 

140℃

Parameter
λ/（W·m-1·K）
cp/（J·kg-1·K-1）

ρ/（kg·m-3）
η/（Pa·s）

Value
0.139
2166
882.3

0.002345

Fig. 4　Influence of different velocity parameters on the 

minimum oil film thickness
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图 4 中速度参数的变化主要由齿轮转速的上升

引起，齿轮转速从 7000r/min 逐渐上升至 32000r/min。
此次计算中最大转速情况下齿轮线速度达 180m/s，
属于极高速齿轮范围，同时承受着较高的载荷。从

图 4 中可以看出当载荷参数
-w 与材料参数

-g 保持不变

时，随着速度参数
-u 的增大，最小油膜厚度会逐渐增

大，增长逐渐变缓，符合弹流理论一般规律。

对比各个经验公式的等温解与弹流热解，可以

看出 Грубин 公式的计算结果一直最大，这是由于

Грубин 公式计算的是接触区进口的油膜厚度，数值

上更加接近平均油膜厚度，并不是最小油膜厚度。

Dowson 公 式 与 Yang 公 式 的 计 算 结 果 均 远 小 于

Грубин 公式的计算结果，同时可以看出这两个公式

的计算结果十分接近，但整体上 Dowson 公式的计算

结果略大。这是由于 Dowson 公式选择了 Barus 黏压

关系，该关系式在高压条件下会将黏性计算得偏大，

而公式 Yang 则选择了 Roelands 黏压关系，该关系式

在压力接近 1GPa 时黏度与实验都吻合良好，当黏度

估计较大时便会出现最小膜厚增大的现象。从图 4
中也可观察到这一现象，图 4（a）的载荷小于图 4（b），

也可以看到随着载荷参数的增大，Dowson 公式与

Yang 公式的计算差距有所增加，也反映了不同黏度

关系对最小油膜厚度的影响。而本文在计算收敛的

情况下得到的热解在绝大多数工况范围均为最小

值，这是由于考虑了在齿轮啮合过程中，由于齿面相

对滑动、受到载荷出现摩擦生热，使得滑油温度有了

显著上升，而温度的上升主要会使得滑油实际黏度

低于初始黏度，减小了相对滑动带来的剪切效应，也

就降低了实际速度参数，因此总是有着最小的数值

结果。同时随着转速的增大，摩擦产生的生热会进

一步加剧，便可以看到随着速度参数
-u 的逐渐增大，

热解与等温解之间的相对误差也在逐渐增大。

表 6 与表 7 分别展示了图 4（a）与图 4（b）中不同

工况下，各经验公式求得的最小膜厚等温解与考虑

热效应求得的热解之间的相对误差。

从表中可以发现图 4（a）中速度参数最小时（工

况 1，-u=3.4×10-11）Yang 等温解与热解有着最小的相对

误差，在工况 5 时（
-u=9×10-11）相对误差超过了 10%，

而速度参数最大时（工况 8，-u=15.3×10-11），则有着最

大相对误差。图 4（b）中速度参数最小时（工况 2，-u=
4.8×10-11）Yang 等温解与热解有着最小的相对误差，

在工况 6 时（
-u=11×10-11）相对误差接近 10%，而

-u 达到

最大时（工况 8，-u=15.3×10-11），则有着最大相对误差，

而 Грубин 公式与 Dowson 公式的计算结果与热解有

着更大误差。

结合表 6 与表 7，图 4（a）与图 4（b）中的相对误差

可以发现，随着载荷参数的上升，等温解与热解的相

对误差在逐渐减小。原本考虑热效应会使滑油黏度

降低，导致热解膜厚始终为最小值，但图 4 中出现了

热解与等温解非常接近甚至交叉的现象。这是由于

计算等温条件下最小油膜厚度的经验公式仅由速度

参数（
-u）、载荷参数（

-w）与材料参数（
-g）组成，其中二

次压力峰主要影响着最小油膜厚度，而
-u 又主要影响

着二次压力峰。因此，
-w 的增大会抑制二次压力峰，

并对最小膜厚产生正面的影响，削弱了
-u 对最小膜厚

的影响。从式（16）~（18）中可以发现，
-w 与膜厚呈负

指数关系，因此可以发现各等温经验公式在忽略热

效应时，将
-w 的影响估计过大，从而出现了热解与等

温解逐渐接近的现象。同时由于速度参数的减小，

热效应也不再显著，因此热解与 Yang 公式的等温解

之间相对误差也会有所降低，图 4 便对等温经验公式

的适用范围有了一定限制。

固定速度参数与材料参数，随着载荷参数的增

大，最小油膜厚度等温解与热解之间的差异以及变

化趋势如图 5 所示。图 5 中载荷参数的变化主要由

齿轮功率的上升引起，为了维持速度参数不变，图

5（a）齿轮功率从 55kW 逐渐上升至 350kW，图 5（b）齿

Table 6 Relative error between isothermal and thermal 

solution in Fig. 4(a) (%)

Condition
1
2
3
4
5
6
7
8

Yang
-0.3
2.7
4.5
7.7

11.3
13.5
15.0
18.5

Dowson
7.5
8.8
9.2

11.7
14.4
15.8
16.5
18.7

Грубин
22.4
25.5
26.6
30.5
34.4
36.6
37.9
41.6

Table 7 Relative error between isothermal and thermal 

solution in Fig. 4(b) (%)

Condition
1
2
3
4
5
6
7
8

Yang
-1.8
1.1
3.1
4.1
7.4
9.3

11.1
13.6

Dowson
7.5
8.5
9.2
9.4

11.7
12.8
13.9
15.1

Грубин
24.7
27.0
28.8
29.6
33.3
35.2
37.1
39.6
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轮功率从 110kW 逐渐上升至 700kW。从图 5 中可以

看出，当速度参数
-u 与材料参数

-g 保持不变时，随着

载荷参数的增加，最小油膜厚度下降，这是因为接触

区外间隙形状急剧扩张引起油膜的突然收缩，也就

出现了油膜颈缩现象从而产生了二次压力峰，导致

了油膜厚度的最小点是在齿轮啮出时出现，而载荷

的增大会使由动压形成的二次峰先增后减。以图 5
（a）为 例 ，经 计 算 此 时

-w 最 小 时 二 次 峰 压 力 为

0.85GPa，-w 最大时二次峰压力为 1.83GPa，虽然二次

峰在高载荷情况下会被抑制，但相比于低载荷时依

然压力较大，因此啮合出口位置的最小油膜厚度有

所下降，从式（16）~（18）中也可以看到，最小油膜厚

度与载荷参数呈负指数的关系，因此高载荷会导致

最小油膜厚度减小，符合弹流理论的一般规律。对

比各个经验公式的等温解与弹流热解，可以看出

Грубин 公式的计算结果依然为最大值。Dowson 公式

与 Yang 公式的计算结果均远小于 Грубин 公式的计

算结果，同时可以看出这两个公式的计算结果较为

接近，但整体上 Dowson 公式的计算结果略大。弹流

热解则与 Yang 公式的计算结果较为接近，且在大多

数工况范围内为最小值。

表 8 与表 9 分别展示了图 5（a）与图 5（b）中不同

工况下，各经验公式求得的最小膜厚等温解与考虑

热效应求得的热解之间的相对误差。

图 5（a）中工况 3（-w=1.79×10-4）Yang 等温解与热

解有着最小的相对误差，而载荷参数达到最大时（工

况 6，-w=3.91×10-4），则有着最大的相对误差。图 5 
（b）中工况 4（-w=2.46×10-4）Yang 等温解与热解有着最

小 的 相 对 误 差 ，工 况 2（-w=1.12×10-4）与 工 况 5（-w=
3.13×10-4）均有着接近 10% 的相对误差，而载荷参数

最大或是最小时（工况 1，-w=6.1×10-5；工况 6，-w=3.91×
10-4）均有着 18% 的最大相对误差。而其他等温解最

小油膜厚度计算经验公式则与热解有着更大误差。

结合表 8 与表 9 对比图 5（a）与图 5（b），在低载荷

与高载荷工况出现较大误差的原因是由于载荷过小

时，即使速度较低，速度参数的影响相对变大，可以

看到当速度参数增大时，在载荷最小的工况点也出

现了热解与等温解之间相对误差增大的情况，而载

荷参数较大时则会因为压力的上升摩擦逐渐加剧使

得热效应不可忽略，便出现了载荷参数较大时的高

相对误差。载荷参数较小时，抑制效果不明显使得

油膜剪切增强，热效应增强，而载荷参数较大时，油

膜自身的摩擦被强化也会使热效应增强，反而是在

载荷参数适中的工况范围内，由于热效应下载荷参

数更强的抑制作用以及等温解将载荷参数的影响高

估，从而出现了热解与等温解接近的情况，从而导致

Fig. 5　Influence of different loading parameters on the 

minimum oil film thickness

Table 9 Relative error between isothermal and thermal 

solution in Fig. 5(b) (%)

Condition
1
2
3
4
5
6

Yang
18.6
9.0
5.2
5.0
9.0

18.3

Dowson
20.8
13.0
10.6
11.4
16.3
27.1

Грубин
37.8
32.1
31.7
34.4
41.7
56.2

Table 8 Relative error between isothermal and thermal 

solution in Fig. 5(a) (%)

Condition
1
2
3
4
5
6

Yang
6.9
1.3

-0.7
-2.1
3.4

15.2

Dowson
12.6
8.4
8.3
7.6

14.3
28.3

Грубин
25.8
24.1
26.2
27.1
36.1
54.3
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了等温解与热解也出现了不同的变化趋势，等温解

为下凹而热解为上凸。而图 5（b）的最小油膜厚度在

对应工况均高于图 5（a）中的结果，这是由于较高的

卷吸速度会使得最小油膜厚度上升，从式（17）~（19）
中也可以看到油膜厚度与速度参数呈正指数的关

系。同时也可以看出当速度参数增大时由于剪切效

应的增强，导致热效应的影响更加显著，使得图 5（b）
的相对误差高于图 5（a）。因此图 5 便对经验公式的

适用范围做出了限制。

固定
-u=7.66×10-11 与-w=1.18×10-4 时，随着材料参

数的增大，最小油膜厚度等温解与热解之间的差异

以及变化趋势如图 6 所示。由于综合弹性模量的变

化会使得无量纲参数
-u 与

-w 发生变化，因此也需要改

变转速与载荷来维持
-u 与

-w 的固定。由式（2）与表 5
可得 140℃时综合弹性模量为 233GPa，令该综合弹性

模量为 1.0E′，图中随着横坐标逐渐增大，各个数据点

对应的弹性模量分别为 0.3E′，0.65E′，1.0E′，1.3E′，

1.5E′。

可以看到随着材料参数的逐渐增大，最小油膜

厚度均有所上升，除了 Грубин 公式以外，其余等温解

经验公式与热解的计算结果有着相同的趋势。表 10
展示了图 6 中不同工况下，各经验公式求得的最小膜

厚 等 温 解 与 考 虑 热 效 应 求 得 的 热 解 之 间 的 相 对

误差。

由于降低材料参数，即主要降低了综合弹性杨

氏模量，在材料参数的最小值点（此时齿轮功率为

80kW，6400r/min，线速度约为 36m/s）出现了热解与

Yang 公式、Dowson 公式的相对误差均小于 3% 的情

况，此时相对滑动小、载荷小、摩擦生热也较小即低

速、轻载的情况下等温解与热解无明显差异。以

Yang 与 Dowson 等温解与热解的相对误差为例可以发

现，除了工况 1 在其他工况点上材料参数的改变对相

对误差的影响较小，相对误差的最大变化量约为 2%，

并无明显增大或减小的迹象，拥有过低的材料参数

的材料也很少应用在齿轮等高速重载的机构之上，

并且常用材料的材料参数也都比较接近，因此可以

认为材料参数对求解线接触齿轮啮合区域最小油膜

厚度时采用等温解还是热解并无明显影响。

4 结 论

通过本文研究，得到以下结论：

（1）随着速度参数的增大，最小油膜厚度会增加

并且与经验公式有着相同的趋势；随着载荷参数的

增大（齿轮功率的增大），虽然经验公式等温解与热

解计算的最小油膜厚度均会下降，但是等温解的下

降趋势呈现下凹趋势，而热解呈现上凸趋势；随着材

料参数的增大（齿轮综合弹性模量的增大），最小油

膜厚度会增大并且与经验公式有着相同的趋势；速

度参数对最小油膜厚度的影响远大于载荷参数的

影响。

（2）速度参数越大，弹流润滑的热解与等温解的

相对误差越大；载荷参数过小或过大热解与等温解

之间的相对误差都会越大；当材料参数较小时热解

与等温解之间的相对误差较小，随着材料参数的上

升相对误差会稳定在 10% 以内；速度参数与材料参

数对最小油膜厚度的影响大于载荷参数的影响，而

一般材料参数变化范围较小，因此，合理调整齿轮工

作时的速度参数与载荷参数可以获得较为良好的润

滑效果。

（3）当速度参数较大时、载荷参数过大或过小时

均会出现等温解与热解的相对误差较大的情况，此

时便需要考虑弹流润滑中温度变化的影响，不可用

等温解代替热解。以相对误差 10% 为界限，给出了

不可忽略热效应的速度参数与载荷参数的变化区

间：（1）速度参数（
-u）大于 1×10-10；（2）载荷参数（

-w）小

于 5×10-5 且速度参数（
-u）大于 5×10-11；（3）载荷参数

（
-w）大于 3×10-4。

Fig. 6　Influence of different material parameters on the 

minimum oil film thickness

Table 10 Relative error between isothermal and thermal 

solution in Fig. 6 (%)

Condition
1
2
3
4
5

Yang
0.2
7.0
7.2
8.5
6.4

Dowson
2.8
9.7

10.5
11.9
10.1

Грубин
8.8

16.0
23.4
27.8
28.1
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（4）对每个经验公式在较广的参数范围内进行

计算并与线接触弹流热解进行对照后发现，杨沛然

（Yang）回归出的等温经验公式都比以往的经验公式

拥有更好的计算精度，在较大工况参数范围内均可

以使用该公式对最小油膜厚度进行计算或是对需要

考虑弹流润滑热效应的工况进行有效的预测。

致　谢：感谢国家科技重大专项的资助。
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