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时变泊松比HTPB固体推进剂体积和
剪切松弛模量反演 *
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摘 要：为表征HTPB复合固体推进剂泊松比的时间相关性，以经典积分型粘弹性本构模型为基

础，开展了从单轴受力响应到体积和剪切松弛模量反演问题研究。运用径向基配置法和带近似奇异核的

高斯求积公式求解反演问题的第二类Volterra积分方程。将获得的体积和剪切松弛模量导入Abaqus有限

元软件并开展材料力学行为仿真。将有限元结果与单轴松弛、蠕变和等速率加载实验数据进行对比，验

证反演方法的正确性。分析了粘弹性泊松比Prony级数参数对相对松弛模量的影响规律。结果表明，当

泊松比与时间相关时，相对体积和剪切松弛模量曲线出现分离，其分离程度受长期与瞬时泊松比之差的

影响，而分离快慢受泊松比迟滞时间影响。采用正确的体积和剪切松弛模量，经典粘弹性本构模型不仅

能合理预测HTPB固体推进剂松弛和蠕变等粘弹性行为，还能正确反映泊松比的时间相关性。
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Abstract：In order to represent time-dependent Poisson’s ratio of HTPB composite solid propellant，the in⁃
version problem about determination of bulk and shear relaxation moduli from the uniaxial stress versus strain re⁃
sponses was studied based on the classical integral viscoelastic constitutive model. The collocation method with
radial basis functions，as well as Gauss quadrature formulas for approximately singular kernels，was applied for
solving the second-kind Volterra integral equations of the inversion problem. The obtained bulk and shear relax⁃
ation moduli were imported into Abaqus finite element software to simulate the mechanical behavior of HTPB pro⁃
pellant. The proposed inversion method was validated by comparing the finite element results with the results from
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uniaxial relaxation，creep，and constant-rate loading tests. Finally，parameter analyses were conducted to find
out how the Prony series of viscoelastic Poisson’s ratio affects the relative relaxation moduli. The results show
that，the curves of the relative bulk and shear relaxation moduli are separated when Poisson’s ratio is time depen⁃
dent. The separation degree is affected by the difference between the long-term and instantaneous Poisson’s ra⁃
tios，while the separation slope by the retarded time. With the correct volume and shear relaxation moduli，the
classical viscoelastic constitutive model can reasonably predict not only the relaxation and creep behaviors of HT⁃
PB propellant，but also the time dependency of Poisson’s ratio.

Key words：Viscoelastic Poisson’s ratio；Relaxation modulus；Prony series；Volterra integration equa⁃
tion；HTPB propellant

1 引 言

泊松比是描述材料在轴向载荷作用下横向变形

行为的重要参数。实验研究表明，许多粘弹性材料，

如固体推进剂［1］、沥青混合料［2］和页岩［3］等，其泊松比

会随时间变化。如果忽略了粘弹性材料泊松比的时

间相关性，将会导致结构应力和应变计算结果出现

明显误差［4-5］。因此，在固体发动机装药结构完整性

分析中，正确描述推进剂泊松比的时间相关性是非

常有必要的。

当泊松比与时间相关时，一般将其称为粘弹性

泊松比。不过，至今关于粘弹性泊松比定义仍未统

一［2，6］。常见的有：（1）在单轴受力实验中，将试件横

向与轴向应变比值的绝对值定义为泊松比［7-8］；（2）用

遗传积分式描述轴向和横向应变关系，并将积分核

函数定义为泊松比［3，9］；（3）基于弹性-粘弹性对应原

理，采用体积和剪切松弛模量的 Laplace变换定义泊

松比［2，10］。其中，第一种定义以单轴受力响应为基

础，便于测量，但是与加载历史相关［2］；第二、三种定

义在理论上只与材料性能相关，但是较难获得泊松

比在时域上的显式表达式。

为了反映固体推进剂泊松比的时间相关性，崔

辉如等［5，11］和邓斌等［12］基于弹性-粘弹性对应原理，

建立了以粘弹性泊松比和单轴蠕变柔量（或单轴松

弛模量）为基本参量的粘弹性本构模型。这些基本

参量能直接用单轴实验测得，但是将模型用于仿真

分析时，需要编写特定的用户材料子程序［11-12］。这是

因为现有商业有限元软件一般仅提供以体积和剪切

松弛模量为基本参量的经典粘弹性本构模型［13］。另

外，由于粘弹性泊松比的定义未统一，以泊松比为基

本参量容易引起混淆。

如果能采用经典粘弹性本构模型正确描述泊松

比时间相关性，便可直接利用现有商业有限元软件

开展仿真分析，也能避免粘弹性泊松比的使用。不

过，直接测量体积和剪切松弛模量一般需要特殊的

实验装置［14］。如何利用材料单轴实验，获得反映泊

松 比 时 间 相 关 性 的 体 积 和 剪 切 松 弛 模 量 是 问 题

关键。

本文以 HTPB复合固体推进剂为研究对象，建立

从单轴受力响应到体积和剪切松弛模量反演问题的

Volterra积分方程，并提出求解该积分方程的有效数

值方法。以现有单轴松弛实验数据为基础，通过反

演问题求解，获得经典粘弹性本构模型的基本参量。

在此基础上，运用 Abaqus有限元软件开展材料力学

行为仿真。通过对比仿真结果和单轴松弛、蠕变、等

速率加载实验数据，验证反演方法的正确性。最后

分析了粘弹性泊松比参数对相对松弛模量的影响

规律。

2 方 法

2.1 经典积分型粘弹性本构模型

Abaqus，Ansys和 MSC等商业有限元软件一般提

供如下经典积分型粘弹性本构模型。

σij ( t ) = δij∫0t K ( t - t′) dϕ ( t′)dt′ dt′ +

∫0t 2G ( t - t′) deij ( t′)dt′ dt′
（1）

式中 σij为应力张量，δij为 Kronecker delta张量，K和 G

分别为体积和剪切松弛模量，eij和 ϕ分别为偏应变张

量和体应变［13］。

2.2 粘弹性泊松比与松弛模量关系

在单轴松弛实验中，定义粘弹性泊松比 μ和单轴

松弛模量 E分别为

μ ( t ) = - εy ( t )
εx

（2）

E ( t ) = σx ( t )
εx

（3）
式中 εx 为轴向常应变，εy 为横向应变，σx 为轴向正

应力。
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材料参量 μ，E，K和 G均可用如下 Prony级数表示

P ( t ) = P 0 +∑
i = 1

N

Pi (e- t/τPi - 1) （4）
式中 P 0为瞬时参数，τPi 为第 i项迟滞时间。

为了区分，具体运用时，将上式字母“P”替换为

材料参量对应字母。如 μ0，K 0 和 G 0 分别表示瞬时泊

松比、瞬时体积和剪切模量。

由式（1）~（3）可推导出材料参量满足如下第二

类 Volterra积分方程

M ( t ) = E ( t )
3χ ( 0 ) - ∫0+t M ( s ) χ′ ( t - s )χ ( 0 ) ds （5）

式中M和 χ代表不同的时间相关参量。

当M ( t ) = K ( t )时，χ ( t ) = 1 - 2μ ( t )。
当M ( t ) = G ( t )时，χ ( t ) = 2 [1 + μ ( t ) ] /3。
定义相对体积和剪切松弛模量分别为

k ( t ) = K ( t ) /K 0 （6）
g ( t ) = G ( t ) /G 0 （7）

由式（5）可知，当泊松比 μ为常数时，相对体积和

剪切松弛模量曲线重合，即

k ( t ) = g ( t ) = E ( t ) /E 0 （8）
在式（5）中令 t = 0，可得

K 0 = E 0
3(1 - 2μ0 ) （9）

G 0 = E 0
2 (1 + μ0 ) （10）

2.3 Volterra积分方程的径向基配置法

当材料泊松比与时间无关时，体积和剪切松弛

模量可直接由式（6）~（10）求出；当泊松比与时间相

关时，则需要求解积分方程式（5）。本文采用径向基

配置法［15-16］求解该积分方程。该方法优点是，即使求

解域很宽，也能保证较好的全局收敛性。其基本思

想是用如下径向基序列近似待求函数。

M ( t ) ≈∑
j = 0

n

wjϕj ( t ) （11）
式中 wj 为待定系数，ϕj ( t )为径向基函数。

常用基函数有：光滑样条径向基、Gaussian径向

基、Multiquadric径向基（MQ）和反 Multiquadric径向

基（IMQ）等［15］。本文采用 IMQ，即
ϕj ( t ) = 1

( t - tj )2 + θ2j
（12）

式中 tj为基函数中心点，θj为形状参数。

θj可根据 tj与相邻中心点的最小距离 dj确定

θj = βdj （13）
式中 β为大于零的常数。对于特定问题，选取合适的

β可以获得较好的求解精度［17-18］。

在求解域 [ 0，T ]内均匀布置 n + 1个节点（tj =
( jT ) /n，j = 0，1⋯，n）作为径向基 ϕj ( t )的中心点，并将

式（11）和粘弹性泊松比 Prony级数代入式（5）可得

∑
j = 0

n

wj

é

ë
êêêê

ù

û
úúúúϕj ( t ) -∑

i = 1

N

mi∫0+t ϕ j ( s )Γi ( t - s )ds = E ( t )
3χ ( 0 )（14）

式（14）中系数 mi定义为

当M ( t ) = K ( t )时，mi = 2μi / (2μ0 - 1)
当M ( t ) = G ( t )时，mi = μi / ( μ0 + 1)
核函数Γi ( t )定义为

Γi ( t ) = e- t/τμi /τμi （15）
在式（14）中分别令 t = tl（l = 0，1⋯，n），便可将

积分方程转化为关于待定系数 wj 的 n + 1阶线性代

数方程组，进而实现积分方程近似求解。

2.4 含近似奇异核的高斯求积公式

保证径向基配置法数值精度的关键之一是确保

式（14）的积分计算精度。一般可采用分段高斯求积

方法。注意到式（15）有如下性质。

τμi → 0:Γi ( 0 ) → ∞ （16）
所以当 τμi 较小时，积分核函数Γi为近似奇异核。

为提高积分计算精度，采用如下带权高斯求积

公式

∫
a

b

ϕj ( s )Γi ( t - s )ds = αe-β∫-11 ψj ( z )e-αzdz =
αe-β(γ1ψj ( ξ1 ) + γ2ψj ( ξ2 ))

（17）

其中

α = (b - a ) / (2τμi ) （18）
β = (2t - b - a ) / (2τμi ) （19）

ψj ( z ) = ϕj( t - τμi (αz + β ) ) （20）
高斯点 ξ1和 ξ2为如下二次方程的两个实根

ξ2 - q1 q2 - q0 q3
q21 - q2 q0 ξ - q3 q1 - q2

2

q21 - q2 q0 = 0 （21）
q0 = (e2α - 1) / (αeα ) （22）

q1 = [ (1 - α )e2α - (1 + α ) ] / (α2 eα ) （23）
q2 = [ ](2 - 2α + α2 )e2α - (2 + 2α + α2 ) / (α3 eα )（24）
q3 =
[ ](6 - 6α + 3α2 - α3 )e2α - (6 + 6α + 3α2 + α3 ) / (α4 eα )

（25）
求积系数 γ1和 γ2分别为

γ1 = (q0 ξ2 - q1 )ξ2 - ξ1
γ2 = (q1 - q0 ξ1 )ξ2 - ξ1 （26）



时变泊松比 HTPB 固体推进剂体积和剪切松弛模量反演第 44 卷 第 1 期 2023 年

210871-4

2.5 有限元模型

将反演得到的基本参量 K和 G，导入 Abaqus有限

元软件，并建立固体推进剂圆柱体试件的有限元模

型，如图 1所示。通过开展单轴蠕变、松弛和等速率

加载实验仿真，验证反演方法的正确性，并探讨粘弹

性泊松比对相对松弛模量的影响规律。有限元模型

采用隐式 Visco求解步和 8节点线性六面体单元。对

模型底面施加轴向和刚体位移约束，通过顶面的耦

合节点施加位移或者力载荷。根据力、轴向和横向

位移等计算结果，可以获得材料轴向应力、轴向应变

和横向应变之间关系。

需要指出的是，采用圆柱体有限元模型是为了

简化建模和后处理过程。实际上，为了方便试验机

夹持，实际固体推进剂单轴拉伸试验一般采用哑铃

状试件，并通过引伸计［18］、应变片［7］或数字图像相关

方法（DICM）［9］等技术，测量试件中间段变形大小。

该段的受力状态与圆柱体有限元模型相同，均为应

变均匀分布的单轴应力状态，反映了材料单轴力学

性能。

3 结果与讨论

3.1 固体推进剂体积和剪切松弛模量

Cui等［9，11］针对 HTPB推进剂开展了一系列不同

温度和不同老化程度的单轴松弛实验，并采用 DICM
测量轴向和横向应变，从而获得材料单轴参量 μ和

E。根据其实验结果，提取推进剂在无老化和 25℃条

件下 μ，E数据［11］，如图 2所示。可见，HTPB推进剂泊

松比随时间逐渐增加，这说明在单轴松弛实验中，推

进剂横向变形会滞后于轴向变形。如果松弛时间继

续增加，HTPB推进剂泊松比将逐渐趋于 0.5［9，11］。然

而，在 150s的短期松弛时间内，HTPB推进剂泊松比

随时间变化较快，并且明显小于 0.5，因此不能将其视

为常数或将推进剂简化为不可压缩材料。

用 Prony级数拟合图 2数据，并将拟合结果代入

式（14），运用径向基配置法反演得到体积和剪切松

弛模量 K和 G。反演结果如图 3所示，获得的松弛模

量 Prony级数参数列于表 1。可以看出，当材料泊松

比与时间相关时，相对体积和剪切松弛模量曲线出

现分离，即式（8）不成立。由于粘弹性泊松比随时间

增加，所以相对体积松弛模量大于相对剪切松弛模

量。另外，反演结果表明：g ( t ) ≈ E ( t ) /E 0。

3.2 方法验证

（1）与单轴松弛实验对比。将表 1的松弛模量参

数导入 Abaqus软件，运用经典积分型粘弹性本构模

型开展单轴松弛实验仿真，反算材料的单轴松弛模

量和粘弹性泊松比，结果如图 2所示。可见，有限元

计算结果与实验数据基本吻合。这说明通过径向基

配置法反演得到的体积和剪切松弛模量是正确的。

这也说明，只要采用正确的体积和剪切松弛模量，经

Fig. 1 Finite element model of solid propellant

Fig. 2 Poisson’s ratio and uniaxial relaxation modulus of

unaged HTPB propellant at 25℃

Fig. 3 Relative bulk and shear relaxation moduli for

unaged HTPB propellant at 25℃

Table 1 Prony series of bulk and shear relaxation moduli

for unaged HTPB propellant at 25℃

i

τKi /s
Ki/MPa
τGi /s
Gi/MPa

0
-

10.29
−
2.26

1
0.10
0.787
0.13
0.743

2
3.03
4.075
3.09
0.652

3
44.43
1.140
57.50
0.253

4
998.4
0.973
728.1
0.235
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典积分型粘弹性本构模型也能合理描述泊松比的时

间相关性。

（2）与单轴蠕变实验对比。Cui等［19］基于时间-
温度等效原理，通过实验确定了 HTPB推进剂单轴蠕

变柔量与温度关系模型。曹翌军等［20］针对 HTPB推

进剂开展了一系列不同温度和应力条件下的单轴蠕

变实验。考虑到在小应力条件下材料非线性可以忽

略，将上述文献的小应力蠕变实验结果，通过时间-
温度等效原理［19-20］，转化为 25℃条件下的材料单轴蠕

变柔量 J ( t )，并与本文仿真结果对比，从而进一步验

证本文所获体积和剪切松弛模量的合理性，如图 4所
示。由于不同研究者的实验条件和试件可能存在一

定差异，三条曲线存在一定偏差。仿真结果与两条

实验曲线最大误差不超过 20%，并且它们均满足蠕变

速率随时间逐渐减小的变化趋势。

（3）与单轴等速率加载实验对比。Cui等［19］针对

哑铃状 HTPB推进剂试件，在 25℃条件下开展了三种加

载速率（v1=1.68mm/s，v2=3.36mm/s，v3=5.04mm/s）的单

轴拉伸实验，并采用 DICM技术测得了轴向应力和横

向应变历史，如图 5所示。由于轴向应变历史无法根

据实验条件直接求出，因此以轴向应力历史为输入，

通过有限元模型，预测横向应变历史，并与实验结果

对比。从图 5可见，两者基本吻合。

综上，基于体积和剪切松弛模量的经典积分型

粘弹性本构模型不仅能合理预测 HTPB推进剂单轴

松弛、蠕变和等速率加载等粘弹性行为，还能正确描

述泊松比的时间相关性。

3.3 粘弹性泊松比对相对松弛模量影响规律

为进一步揭示泊松比时间相关性对松弛模量的

影响规律，利用如下单项 Prony级数描述泊松比，并

开展参数分析。

μ ( t ) = μ0 - Δμ (e- t/τμ - 1) （27）

由式（27）易知：长期泊松比 μ∞ = μ0 + Δμ，而 Δμ
表示长期泊松比与瞬时泊松比的差值。

保持 μ0 = 0.4和 τμ = 100s不变，改变 Δμ的值。

图 6（a）和图 6（b）分别给出了不同 Δμ对应的 k ( t )和
g ( t )与 E ( t ) /E 0 的差值。可以看出，随着 Δμ增加，其

差 值 绝 对 值 均 增 加 。 相 对 体 积 松 弛 模 量 k ( t ) 与
E ( t ) /E 0的差值为正，其大小不可忽略；相对剪切松弛

模量 g ( t )与 E ( t ) /E 0的差值为负，且绝对值较小，可以

忽略不计。

保持 Δμ = 0.02和 τμ = 100s不变，改变 μ0 的值。

此时，虽然长期泊松比与瞬时泊松比的差值不变，但

增加 μ0会导致平均泊松比增加。图 7（a）和图 7（b）分

别给出了不同 μ0 对应的 k ( t )和 g ( t )与 E ( t ) /E 0 的差

值。可以看出，随着 μ0增加，相对体积松弛模量 k ( t )

Fig. 4 Uniaxial creep compliance for unaged HTPB

propellant at 25℃

Fig. 5 Axial stress and transverse strain in the uniaxial

constant-rate loading tests of unaged HTPB propellant at

25℃

Fig. 6 Influence of the Poisson’s ratio parameter Δμ when

μ 0 = 0.4 and τμ = 100s
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与 E ( t ) /E 0 的差值加速增加；而相对剪切松弛模量

g ( t )与 E ( t ) /E 0的差值绝对值缓慢减小。

图 8给出了当 μ0 = 0.4和 Δμ = 0.02时，不同 τμ对

应的差值 k ( t ) - g ( t )。可以看出，当粘弹性泊松比迟

滞时间较短时，其差值首先快速增加，后缓慢减小。

随着粘弹性泊松比迟滞时间的增加，差值峰值降低，

峰值出现时间延迟。可以说，泊松比迟滞时间决定

了相对体积和剪切松弛模量曲线的分离速度。

4 结 论

本文对 HTPB固体推进剂泊松比的时间相关性

和粘弹性本构模型开展研究，提出了从单轴受力响

应反演到体积和剪切松弛模量的方法，得到如下

结论：

（1）在处理固体推进剂泊松比时间相关性时，现

有方法多以粘弹性泊松比为基本参量建立新的粘弹

性本构模型，仿真运用时一般需要编写用户材料子

程序。实际上，通过经典积分型粘弹性本构模型也

能较好地描述固体推进剂泊松比的时间相关性，前

提是能够准确获取材料的剪切和体积松弛模量。

（2）通过单轴松弛实验结果，即粘弹性泊松比和

单轴松弛模量，反演体积和剪切松弛模量，需要求解

第二类 Volterra积分方程。结合径向基配置法和含近

似奇异核的高斯求积公式，能够获得较精确的反演

结果。由此方法确定的经典积分型粘弹性本构模

型，能够合理预测 HTPB固体推进剂在小应力条件下

的单轴松弛、蠕变和等速率加载等粘弹性行为。

（3）当泊松比与时间无关时，相对体积和剪切松

弛模量曲线重合；反之，两者会分离。长期泊松比与

瞬时泊松比的差值越大，或者两者平均值越大，曲线

分离越明显；泊松比迟滞时间越小，曲线分离越快。

泊松比时间相关性对剪切松弛模量的影响较小，对

体积松弛模量的影响较大。

由于经典积分型粘弹性本构模型为线性模型，

因此只适用于固体推进剂在小应力条件下的线性粘

弹性行为。在高应力水平下，材料往往表现出明显

的非线性，因此需要进一步在本构模型中引入与应

力或应变相关的非线性参数，才能准确预测材料力

学行为。另外，本文仅针对 HTPB固体推进剂开展研

究，所提方法是否适用于其它类型固体推进剂，还需

要进一步通过实验验证。
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