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蜂窝状薄壁管拉伸时的收缩分析 *
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摘 要：为研究蜂窝材料拓扑结构与其整体力学性能的关系，从非平面Vertex模型的势能形式出

发，结合蜂窝薄壁管拉伸时的轴对称特征，通过变分法得到了管拉伸时母线满足的控制方程，证实了边

界效应是蜂窝状薄壁管受拉时产生收缩的原因，并结合控制方程的若干特解，考察了非平面Vertex模型

中材料参数对管弯曲程度的影响。结果表明，非平面Vertex模型中表征夹角势强度的参数决定了材料的

整体抗弯性，而距离管端最近的3层元胞是管拉伸时的主要收缩区。最后进一步探讨了蜂窝薄壁管曲率

与收缩幅度之间的非线性关系，揭示了构型曲率是蜂窝材料泊松比的影响因素之一。
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Analysis of Shrinkage of Honeycomb Thin-Wall
Tube During Stretching

NAN Nan，WEI Bao-xi
（Science and Technology on Scramjet Laboratory，Beijing Power Machinery Institute，Beijing 100074，China）

Abstract：In order to study the relationship between the topology structure of honeycomb materials and its
overall mechanical properties，starting from the potential energy form of the non-planar Vertex model，the gov⁃
erning equation for the cable on the tube surface was obtained by the variational method，considered with the axi⁃
symmetric characteristics of the honeycomb thin-wall tube. The results reveal that the boundary effect is the
cause of the shrinkage when the honeycomb thin-wall tube is pulled. Through several special solutions of the gov⁃
erning equation，the effects of material parameters in non-planar Vertex model on the bending degree of the tube
were investigated. The results show that the parameter representing the strength of the face angle potential energy
in the non-planar Vertex model determines the overall bending resistance of the material，and the three-layer
cells closest to the end of the tube are the main shrinkage region of the tube during stretching. In the end of this
paper，the nonlinear relationship between the curvature of the honeycomb thin-wall tube and the degree of the
shrinkage is further discussed，and it is revealed that the curvature of the configuration is one of the factors influ⁃
encing the Poisson’s ratio of the honeycomb material.
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1 引 言

在很多现代飞行器设想中，轻质、可变形柔性材

料起到了至关重要的作用，是诸如可变形机身、机翼

与一体调节式发动机进气道得以成功实现的基础［1］。

金属及合金类材料一直是传统机械设备中不可或缺
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的重要基础性材料，但在面向这类新型飞行器时，变

形控制导致的结构复杂度与飞行器的重量、结构强

度较难同时满足设计要求，复杂的机械变形结构也

会提高设备的维护成本，降低运行可靠性［2］。与传统

材料相比，生物组织经历了上亿年的演化，其面对复

杂环境时高度的自适应性与灵活性促使仿生学得以

蓬勃发展，师法自然，基于仿生学的大量智能材料相

继出现。由此，复合式、智能化的仿生材料被认为是

解决这一问题的有效途径［3］。其中，蜂窝状材料具有

低密度、高吸能的同时，拥有良好的连续变形能力与

较高的气动荷载性，早在 20世纪 40年代，便凭借其

优良的性能开始崭露头角。现如今，蜂窝状材料已

广泛应用于机翼机身蒙皮、卫星舱体、减震换热设备

等航空航天领域［4-5］。

伴随着现代工业对智能化柔性材料的渴求，蜂

窝状材料的研究迎来了新的发展高峰。新的蜂窝设

计不断涌现。研究表明，组合有正六边形元胞与三

角形元胞的 Kagome蜂窝比单一元胞蜂窝材料具备更

高的面内刚度、散热性能与面外载荷能力［6］；通过精

巧的蜂窝设计，具有内凹型元胞的蜂窝材料与同向、

反向手性蜂窝材料均可表现出负泊松比，十字型蜂

窝还可呈现出零泊松比性质［7-9］。为了促进新型功能

性蜂窝材料的设计，相关的数值计算方法与理论分

析手段也取得了较快发展。鉴于蜂窝材料的非均匀

性，通常先应用等效理论模型得到近似的弹性模量，

再通过有限元方法对蜂窝材料进行数值计算。常见

的等效模型有夹板理论、等效板理论及蜂窝板理论

等［10］。另一方面，由于生物上皮组织中大量存在着

蜂窝状细胞组织结构，这种组织结构在动物胚胎发

育、组织成型的过程中起到了关键作用。为了理解

蜂窝状上皮组织的力学行为，受到早期人们研究肥

皂泡沫的启发，Vertex模型被大量应用到这类蜂窝状

组织材料的研究中，成为近些年来发展的热点［11］。

不同于连续介质模型的有限元模拟，Vertex模型

无需预先给定材料的本构关系，而是从能量的角度

出发，对构成蜂窝元胞的线元和面元分别赋予不同

形式的能量，通过元胞间共用的顶点及顶点间的连

接关系构建整个拓扑网络，蜂窝材料的构型可通过

这种拓扑网络中顶点的位置坐标信息描述，而材料

构型的变化，则可由能量最小化方法，对赋予在拓扑

网络上的总能量求极值得到。由于 Vertex模型能够

方便地对蜂窝状材料各组成部分实施建模，从而可

快速得到组织整体的构型变化，该模型已成功应用

于胚胎成型、搜索新型元胞构型等问题［12-13］。此外，

Vertex模型亦可用于软物质的玻璃态与流变行为等

问题的研究［14］。典型的 Vertex模型可以处理蜂窝材

料二维平面（俯视、剖视）的构型变化问题，也可通过

增加元胞厚度方向顶点的方式处理三维蜂窝构型。

最近，非平面 Vertex模型被用于研究蜂窝面板内嵌有

收缩环时的屈曲行为［15］，该模型在传统二维 Vertex模
型基础上，通过引入与元胞夹角相关的势能作为蜂

窝组织在三维空间里变形的限制，从而能用更少的

顶点处理蜂窝状平板三维构型的变化。随后，该模

型被进一步用于研究蜂窝状薄壁管侧壁上内嵌收缩

环时管的构型变化［16］，研究表明，当蜂窝状薄壁管侧

壁上内嵌收缩环时，环内部壁面会隆起并存在有临

界塌缩的现象。

本文将非平面 Vertex模型的元胞能量简化为能

量密度，随后，将该能量密度施加于圆管母线，从变

分原理出发，得到了圆管母线拉伸时所应满足的控

制方程。通过对圆管母线控制方程若干特解的研

究，探讨了蜂窝圆管拉伸时，模型抗弯参数对母线构

型变化的影响，并进一步考察了蜂窝圆管初始构型

曲率在管拉伸收缩时起到的作用。

2 方 法

Vertex模型通过多边形近似蜂窝结构，以多边形

的 n个顶点 { v0，v1，...，vn - 1}作为多个蜂窝元胞的交汇

点，对于正六边形蜂窝结构 n = 6，两个相邻蜂窝元胞

之间存在一条公共边，这些顶点及它们之间由公共

边组成的拓扑网络视为材料整体，材料的构型特点

及其变化情况可由顶点的位置坐标描述。决定这些

顶点位置变化的物理量，是定义在整张拓扑网络上

的势能函数 E。对于一个由二维面元组成的拓扑网

络（如图 1所示），非平面 Vertex模型势能的无量纲形

式可表示为［15-16］

E = 12∑α ( Aα - 1)2 + G∑i D i + B2∑α∑β (1 - N α ⋅ N β )
（1）

式中希腊字母表征多边形元胞的编号，其中 β表

示与 α相邻的多边形编号，下标 i表示公共边的编号。

A表示元胞面元面积，D表示公共边长度，N表示元胞

面元上的单位法向量。上式右侧第一项反映了材料

的抗压缩能力。以第一项作为无量纲参照，上式第

二、第三项中包含的参数 G和 B分别体现了蜂窝材料

的抗拉与抗弯能力。其中，第三项包含的元胞面元

法向量 N可由面元的面积矢量 A定义
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Aα = 12∑k = 0
n - 1
vk + 1 × vk

Aα = | Aα | （2）
N α = Aα

Aα

为便于简写，令 vn = v0，角标 k按元胞顶点逆时

针序排列，如图 1所示。非平面 Vertex模型势能形式

E是对整体呈超弹性的蜂窝材料的唯象刻画，可用于

研究蜂窝材料的拓扑特征对材料整体力学性能的

影响［16］。

根据最小作用量原理，稳定构型对应的势能处

于势能最低的位置。由于势能 E的自变量仅为拓扑

网络中每个顶点的坐标，可通过牛顿法沿势能梯度

方向迭代搜索势能最低时各个顶点的位置坐标。此

外，在计算构型前，需令初始设置的蜂窝结构公共边

长度为 4/274 （对应的面元面积为 1），而后缩放初始

构型至系统能量最低，以达到释放系统初始构型预

应力的目的。如图 2所示的蜂窝状圆管，在释放预应

力后，可通过调整圆管两端顶点位置并加以固定的

方式拉伸圆管，再次实施能量最小化过程即可得到

拉伸后圆管的构型。如图 2所示，当保持圆管端部形

状拉伸时，蜂窝状薄壁圆管会向管中心收缩。

3 结果与讨论

为了从理论上研究蜂窝薄壁圆管拉伸时收缩的

情况，需引入连续性假设，即假设圆管表面连续且光

滑。本节用上标星号表示管变形前的几何特征，如

图 3所示，考虑到蜂窝状薄壁圆管的轴对称特征，用

初始管长 L*，管径 R*和管拉伸变形后的长度 L作为圆

管拉伸前后的几何限制，进而在轴坐标系下，圆管拉

伸收缩问题可以由圆管母线线形 r ( x )概括，即圆管拉

伸后，母线 r ( x )由初始时的直线变为曲线。

非平面 Vertex模型的势能决定了圆管母线受拉

时的线形，此时，通过变分法得到母线 r ( x )所满足的

控制方程，再结合恰当的边界条件，可求解母线的变

形情况。由于 Vertex模型属于离散系统，在视母线线

形连续光滑的前提下，由 Cauchy-Born准则可将 Ver⁃
tex模型势能做均质化处理，以简化系统自由度［17］。

即令曲线 r ( x )上每一点的能量近似于非平面 Vertex
模型的势能密度。将非平面 Vertex模型的势能（式

（1））按元胞重新划分，每个元胞的势能可表示成

Ξ = 12 ( Aα - 1)2 +
G
2 Qα + B2∑β (1 - N α ⋅ N β )（3）

式中 β表示与元胞 α相邻的元胞编号。Qα 表示

元胞 α的周长。如图 3所示，设拉伸前蜂窝元胞边长

（公共边）的初始长度为 l*，相应的元胞面元面积为

A* = 3 3
2 l* 2，考虑到圆管轴对称的特点，引入单元的

轴向变化率 κ1 = L
L*

与周向变化率 κ2 = r ( x )R* ，由几何

关系可知，拉伸后元胞面元面积 Aα与周长 Qα分别为

Aα = κ1κ2 A* （4）
Qα = (4 1

4 κ21 +
3
4 κ22 + 2κ1) l* （5）

由于非平面 Vertex模型不考虑元胞厚度，此时母

线转角 θ满足 θ = dr ( x )dx ，仅考虑小变形，有

1 - cosθ ≈ θ22 （6）
将式（4），式（5）与式（6）代入式（3）中，并将元胞

能量Ξ均化为能量密度 ρ，有

Fig. 3 Schematic diagram of tubular shape and honeycomb

cell before and after stretching

Fig. 1 Diagram of the adjacent hexagonal cells

Fig. 2 Configuration of the thin-wall tube containing 247

hexagonal cells
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ρ = 12
é

ë
êê(κ1κ2 A* - 1)2 + G ( )4 1

4 κ21 +
3
4 κ22 + 2κ1 l* +

ù

û
úúB ( )dr ( x )

dx
2

κ1 l*

（7）
将该能量密度沿管长区域 [ 0，L ]积分可得到母

线所对应的总能量 ∫0L ρdx，由变分原理可知，实际母线

线形 r ( x )应满足 δ ∫0L ρdx = 0，整理后可得圆管拉伸时

母线所满足的控制方程

B
d2 r ( x )
dx2 - 3Gξ2 r ( x )

3r ( x )2 + (R*κ1 )2
-

ξ 21 κ21 r ( x ) + ξ1κ1 = 0
（8）

式中 ξ1 = A* /R* 与 ξ2 = l* /R* 是与圆管拉伸前构

型相关的几何参数。

考虑圆管沿拉伸方向的镜面对称性，有边界

条件

r ( 0 ) = R* （9）
ṙ ( L/2 ) = 0 （10）

根据南楠等计算圆管时使用的 Vertex模型几何

与 材 料 参 数［16］，有 l* = 0.523，L* = 14.9，R* = 1.9 和

G = 0.254。将参数带入控制方程（式（8））并联立边

界条件（式（9），（10）），可求得该方程的数值解。接

下来，通过这种方式，研究模型拉伸过程中母线的形

状变化及参数 B对母线形状的影响。

圆管母线 r ( x )不同程度的拉伸是由拉伸后的管

长 L体现的，具体反映在边界条件中。首先，设 B =
0.2，并令 L分别为 15.9，16.9，17.9和 18.9，即对应的拉

伸率分别为 6.7%，13.4%，20.1%，26.8%，此时圆管母

线线形如图 4中实线所示。为验证圆管母线控制方

程（式 8）的有效性，使用相同的参数对上述四种圆管

的拉伸情况进行 Vertex模型仿真计算，拉伸率从低到

高分别对应于图 4中的 Case 1~4，并对 Vertex模型计

算结果的圆管母线进行了拟合（由图 4虚线表示），可

以看出，随着蜂窝薄壁圆管的伸长，圆管母线 r ( x )向
管中心收缩，这与 Vertex模型计算的结果相符，意味

着材料呈正泊松比特性。对于这类材料，当管两端

的形状保持不变拉伸时，会迫使圆管在靠近端部的

区域产生弯曲变形。

更进一步，考察管长 L分别为 18，20两种情况

下，非平面 Vertex模型参数 B对于收缩程度的影响，

结果如图 5所示。可以看到，在取不同 B值时（0.15，

0.2，0.25与 0.3），远离圆管边界的母线收缩情况一

致，而靠近圆管处，随着模型参数 B的增加，母线则略

显平坦，这表明在非平面 Vertex模型的势能形式中，

衡量相邻元胞间夹角势项作用强度的物理量 B与圆

管的抗弯能力相关，B越大，蜂窝材料整体的抗弯能

力就越强。还可以观察到，圆管母线主要在 x < 4区
域内弯曲，考虑到蜂窝元胞的初始边长 l*为 0.523，该
区域内可容纳大致 3个元胞，即蜂窝状薄壁圆管拉伸

时受边界影响的弯曲变形主要由靠近管端的三层元

胞的弯折实现。

观察母线的控制方程（式 8），材料的元胞构型特

点由表征元胞的初始边长 l* 体现，而参数 L* 及 R* 仅

反映了圆管初始构型的几何大小，L* 及 R* 的改变不

影响材料的局部性质。由此，通过改变蜂窝圆管的

半径 R*，可以进一步探讨圆管曲率（1/R*）对于管拉伸

后构型变化的影响。定义圆管收缩幅度为 ΔR =
r ( 0 ) - r ( L/2 )，在其他材料参数不变的情况下，令圆管

拉伸率为 40%（L = 20.86），收缩幅度 ΔR同初始圆管

半径 R*及材料参数 B的关系如图 6所示。可以看出，

圆管曲率与管拉伸时的收缩幅度呈非线性关系，当

R*较小时，材料参数 B不对圆管收缩幅度 ΔR产生显

著影响，在 R*较大时，B越大收缩幅度 ΔR越小，且收

缩幅度的差异可接近 40%。

Fig. 5 Effect of the parameter B on r(x)

Fig. 4 Solutions of r(x) and the numerical results of Vertex

model under the same conditions
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4 结 论

基于能量计算、分析蜂窝薄壁结构的一大优势

是可以对蜂窝材料的整体性能做快速计算验证，对

新型材料的设计具有指导性价值。本文从非平面

Vertex模型势能形式出发，推导出了圆管母线拉伸时

满足的控制方程，通过对方程解的分析，得到了以下

结论：

（1）非平面 Vertex模型势能中，与相邻元胞夹角

有关的项决定了蜂窝状材料的抗弯能力。夹角势的

作用强度参数 B越大，材料的抗弯能力就越强。

（2）蜂窝状圆管拉伸后的收缩行为由管的边界

效应产生，即固定边界形状迫使圆管受拉时，管截面

变形要与边界相协调，由此导致了圆管母线的收缩，

收缩变形的影响范围是距离管端最近的 3层元胞。

（3）进一步讨论了非平面 Vertex模型参数及圆管

初始几何构型对管拉伸时收缩的影响。研究表明，

在蜂窝圆管拉伸率不变的情况下，圆管初始构型的

曲率与管收缩程度之间呈非线性关系，揭示了构型

曲率是蜂窝材料泊松比的影响因素之一，未来可对

此做进一步的研究。

需要特别指出的是，本文所采取的理论分析方

法也适用于服从其他势能形式的蜂窝状材料。注意

到在本文的变分推导过程中，并没有预先假定材料的

正泊松比性，这也为探讨具备不同能量形式、拓扑结

构的蜂窝状材料的材料性质拓展了一条新的思路。
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