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对转双转子系统临界转速求解方法的改进与对比 *
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摘 要：为解决对转双转子航空发动机临界转速求解的难题，满足转子动力学设计需求，结合商业

有限元软件，给出直接法和完全法两种临界转速求解方法，并结合算例详细论述了方法的理论基础和求

解过程，最终以谐响应分析结果加以验证。研究结果表明：基于商业有限元软件特征值分析的完全法不

需要任何振型信息，就可对正反进动曲线进行区分，极大简化了对转双转子系统临界转速的求解过程，

而由有限元软件生成矩阵后进行处理并计算的直接法不需迭代，可由一次特征值求解得到全部临界转

速。双转子系统临界转速的计算结果表明，直接法、完全法和谐响应分析的结果完全一致。双转子对转

时，正进动临界转速曲线随非激励源转子的转速绝对值增加而降低，使临界转速分布规律区别于同转转

子，其动力特性需予以细致考虑。
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Improvement and Comparison on Critical Speeds Calculation
Methods of Counter Rotating Two Spools Rotor System
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Abstract：Two methods named Direct method and Complete method were established based on the commer⁃
cial finite element software，to resolve the critical speeds calculation problem of counter-rotating rotor system
and satisfy the design requirement of rotor dynamics. The basic theory and calculation process of two methods
were presented in detail with a typical two spools system，while the results were verified by Harmonic response
analysis. Results exhibit that the Complete method based on the eigenvalues analysis of finite element software
could distinguish curves of forward or backward procession easily without any information of vibration modes，
which means the solving process could be simplified significantly. The Direct method was carried out on the matri⁃
ces drawn from finite element software，and all the critical speeds could be acquired by only single eigenvalues
calculation without iterations. The critical speeds of a typical two spools system obtained by Direct method，Com⁃
plete method and Harmonic response are exactly the same. When two spools are counter-rotating，forward proces⁃
sion curves descend with the increased absolute rotational speed value of the rotor which is not the excitation
source. Therefore，the critical speeds are totally different from those obtained from co-rotating spools，and the dy⁃
namic characteristics of counter-rotating spools must be designed carefully.
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1 引 言

在双转子小涵道比涡扇发动机中，高压转子后

轴承为中介支点的支承方案，已在许多军、民用发动

机中得到应用，如图 1所示［1］。中介支点的使用可以

缩短发动机轴向长度，减少承力框架的数目［2］，但中

介支点使高低压转子振动相互耦合而不再是独立的

动力学系统，高低压转子两个激励源使系统存在与

高低压转子转速分别同步的临界转速，使临界转速

特性变得相当复杂［3］。从高低压转子的旋转方向上，

可以将带有中介支点的转子系统分为两类，即高低

压转子转向相同与转向相反（同转和对转）［4］。其中，

对转设计能够减少导向器叶片数量从而降低发动机

重量，但对转将使发动机临界转速和不平衡响应特

征发生显著变化［5］。

已有许多学者对双转子系统同转和对转设计下

的固有特性和响应特征进行了理论分析、仿真计算

和实验验证。对于同转转子系统，晏砺堂［6］采用子结

构传递矩阵法、洪杰等［7］采用整体传递系数法计算得

到了系统临界转速。对于对转双转子系统，Gunter
等［8］亦通过传递矩阵法计算了系统临界转速，Ferraris
等［9］则获得了刚度不对称的对转转子临界转速、不平

衡响应以及进动方向的变化规律。上述文献多是基

于传递矩阵法建立的求解方法，相比于有限元法，特

别是成熟的商业有限元软件，均存在求解精度、数值

稳定性和求解效率上的不足。

随着有限元技术的发展，建立反映转子乃至整

机系统动力学特征的有限元模型，从而分析转子系

统临界转速和响应特性的方法，由其便捷性和准确

性开始受到研究人员青睐。对同转转子，陈果［10］采

用翟方法对整机有限元动力学模型进行计算，由整

机振动响应峰值提取系统临界转速。李朝峰等［11］计

算分析了轴承支承刚度和转速比对系统临界转速的

影响。孙传宗等［12］将模态缩减后的机匣-双转子有

限元模型用于临界转速求解。对于对转转子，缪辉

等［13］利用有限元法分析了转子临界转速特性和振型

特点。张大义等［14-15］基于商业有限元软件，分别在转

子系统、整机系统中计算得到了临界转速，并给出了

基于振型筛选的临界转速计算流程，细化了航空发

动机设计准则［16］中的求解方法。路振勇等［17］验证了

简化的双转子系统动力学模型精度，将该模型用于

非线性问题分析。

上述文献基本是通过响应峰值求解或特征方程

的特征值求解来获得系统临界转速的。前者需要确

定的高低压转速关系。后者中，各文献确定对转转

子临界转速的方法仍有不同，且除文献［14］外，均未

提供详实的求解流程。文献［14］以同转和对转时高

低转子陀螺力矩对各阶模态振型作用规律不同为理

论基础形成振型筛选法，当模态振型以非激励源转

子为主时，选取反进动曲线与转速激励线交点作为

临界转速。但振型筛选对经验需求高，且对转时系

统特征值由同转时获得，存在一定不足。

本文基于前述研究，给出基于商业有限元软件

的同转和对转转子系统临界转速分析方法，对振型

筛选法进行简化和改进。作为对比，给出由矩阵进

行一次特征值运算从而得到系统全部临界转速的直

接法。对两方法的原理和各自优势进行系统论述。

2 特征值和临界转速求解方法

2.1 自转转速对单转子系统特征值及临界转速的

影响

在进行方法介绍前，首先明确特征值和临界转

速两个概念的关系和区别。若给定转子系统振动微

分方程中转子的自转转速，则系统的陀螺矩阵确定，

此时可以求得该自转转速下的特征值即进动转速。

但该特征值并非系统的临界转速，只有给定的自转

转速与特征值（进动转速）相等时，该自转转速才是

临界转速，这也是 Campbell图法求解临界转速的基

本原理。

如图 2所示，若不考虑各盘的轴向和扭转振动，

则该系统中每个盘有两个平动和两个转动自由度 xi，

θyi，yi，-θxi共计四个自由度，i为盘序号。 θyi为盘绕 y

轴，即盘在 zox平面内转动角度的投影，而-θxi为盘绕

x轴，即盘在 zoy平面内转动角度的投影，以逆时针为

正。需要说明的是，在有限元软件中，自由度是按 xi，

yi，θxi，θyi方式排列的。

假设系统在 x和 y方向对称，盘质量为 mi，直径转

动惯量为 Jdi，极转动惯量为 Jpi，转子自转转速为 Ω，引

入刚度矩阵 K1，系统有 N个盘时，则 zox平面和 zoy平

面的振动微分方程为

Fig. 1 Typical rotor system of turbofan engine with

inner-shaft bearing
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M 1{ü1} + ΩJ1{u̇2} + K 1{u1} = 0
M 1{ü2} - ΩJ1{u̇1} + K 1{u2} = 0

（1）
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{u1} = [ x1 ,θy1 ,x2 ,θy2 ,...,xN ,θyN ] T

{u2} = [ y1 , - θx1 ,y2 , - θx2 ,...,yN , - θxN ] T
（3）

式（1）中，Ω前的正负号差异是由于 θyi和-θxi的方

向不同所致，振动微分方程的具体推导可参见文

献［18］。
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ê
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（4）

式（1）可写为

M {ü} + G{u̇} + K {u} = 0 （5）
式中 M为质量矩阵，K为刚度矩阵，两者均为实

对称正定矩阵，G为实反对称矩阵。且 G=ΩJ。

令

{z} = {u1} + i{u2} （6）
式中 i为虚数符号，式（1）改写为

M 1{z̈} - iΩJ1{ż} + K 1{z} = 0 （7）

忽略阻尼的情况下，可通过式（5）和式（7）分别

求解临界转速。

2.1.1 直接法

采用式（7）求解，本文称之为直接法。该法不能

考虑转子的非对称性，如支承刚度在 x和 y方向上的

非对称以及质量和转动惯量的非对称性。但对于对

称的转子来说，求解非常便捷。

式（7）的通解为

{z} = {A}eiωt （8）
式中 ω为转子公转即进动速度。代入式（7），有

[ - ω2M 1 + ωΩJ1 + K 1 ]{A} = 0 （9）
同步正进动临界转速下，公转速度等于自转速

度，并取自转转速方向为正，则 ω=Ω>0。代入式（9），

令行列式等于 0，得到式（10），可求得临界转速。

det ( -(M 1 - J1 )ω2 + K 1 ) = 0 （10）
可见若系统总自由度数为 4n，由上式可解得 2n

个正值 ω2，并由 ω>0得 2n个正值 ω解，即正进动临界

转速值。

若转子做同步反进动，则有 ω = -Ω < 0，代入式

（9）并令行列式为 0，得到

det ( -(M 1 + J1 )ω2 + K 1 ) = 0 （11）
类似的，可得 2n个 ω负值解，即反进动临界转速

值。正反进动临界转速值总数共 4n个，与转子系统

自由度数目相符。对比式（10）和式（11）可见，同步

正进动临界转速下，可认为振动微分方程中系统的

质量减小，因而临界转速大于无转速时的系统特征

值，而反进动临界转速下系统的质量增加，因而临界

转速比无转速时的系统特征值小。

综上，直接法可以通过一次特征值运算直接得

到系统的全部正进动临界转速。但在商业有限元软

件中，该方法并不多见。本文将在提取有限元软件

生成的矩阵后，在 Matlab中对式（10）和式（11）进行

计算。

2.1.2 完全法

商业有限元软件，如 ANSYS中，是通过 QR分解

等方法对振动方程（5）进行求解，来获得广义特征值

的。通过求解不同自转转速下系统的特征值，形成

Campbell图的方法，本文称为完全法。

对式（5）无法直接求解特征值，需进行状态变

换，其过程不再赘述，状态变换后有

Dψ = λψ （12）
式中 λ为复特征值，ψ为右特征向量。

Fig. 2 Rotor system with single disk
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D =
é
ë
ê

ù
û
ú

-(M -1 )G -(M -1 )K
I 0 （13）

式中 I为单位矩阵。

求解矩阵（式（13））得到的特征值总数为 2倍的

自由度数目，即对与 2.1.1节相同的转子动力学问题，

可获得 8n个特征值，共 4n个共轭复数对，且均为纯

虚数［18］。这意味着，所有正反进动解，均具有与之共

轭的结果，无法像直接法一样从数值的符号上判断

该值是正进动或反进动。

对于单转子系统，陀螺力矩使正进动特征值绝

对值增大而使反进动特征值绝对值减小，因此以自

转转速 Ω为横轴（自变量），特征值 λ虚部的绝对值为

纵轴（因变量）作图，即可由正反进动特征值随转速

的变化规律，确定各阶正反进动曲线，此时，正进动

与 1×转速线的交点即为正进动临界转速。

2.2 自转转速对双转子系统特征值及临界转速的

影响

双转子系统，两个转子上的不平衡激励均会激

起系统的临界转速，进动转速等于高压转子转速或

低压转子转速。同转转子的临界转速求解在技术上

并无难度。而对转时，张大义等［14-15］给出了基于振型

筛选的 Campbell图绘制方法。振型筛选法需要根据

转子系统振型中占主导地位的转子对正反进动曲线

进行筛选。在高低压转子耦合较小的振型中较为便

捷，且误差不大，但由于对转时仍使用了同转得到的

特征值，在耦合较强时则可能造成结果较大的误差。

因此，本节将从原理出发，给出对转双转子系统临界

转速求解的直接法和完全法，以克服振型筛选法的

不足。

2.2.1 直接法

双转子系统陀螺矩阵为

G =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

0 J01Ω 1 0
0 J02Ω 2

-J01 TΩ 1 0
0 -J02 TΩ 2

0
（14）

低、高压转子盘极转动惯量形成的矩阵分别为

J01和 J02，自转转速 Ω1，Ω2，将式（7）写为

M 1{z̈} - i é
ë
ê

ù
û
ú

J01Ω 1
J02Ω 2

{ż} + K 1{z} = 0 （15）
式（9）对应的行列式写为

det ( -M 1ω2 + ω é
ë
ê

ù
û
ú

J01Ω 1
J02Ω 2

+ K 1 ) = 0 （16）
考虑低压转子激起的正进动临界转速，则系统

进动角速度与低压转子自转转速相等，即 ω=Ω1>0，假

设高、低压转子转速为比例关系，即 Ω2=kΩ1=kω。代

入式（16），可得

det ( -M 1ω2 + ω2 é
ë
ê

ù
û
ú

J01
kJ02

+ K 1 ) = 0 （17）
不论 k值正负，即无论高低压转子转速方向是否

相同，求解行列式可得低压转子激起的正进动临界

转速。如果将 k值取值范围设置为 -∞~+∞，并将不同

k值下得到的临界转速 ω和高压转子自转转速 kω绘

制于以进动转速（低压转速）为纵轴，高压转速为横

轴的图中，也可得到低压转子激励的 Campbell图。

若 ω=-Ω1<0，Ω2=kΩ1=-kω，代入式（16）有

det ( -M 1ω2 + ω2 é
ë
ê

ù
û
ú

-J01
-kJ02 + K 1 ) = 0 （18）

求解行列式可得低压转子激起的反进动临界转

速。求解高压转子激起临界转速的方法不再赘述。

显然，直接法不需迭代，一次求解可得确定转速关系

下的临界转速。本文在提取有限元软件生成的矩阵

后，在Matlab中对式（17）和式（18）进行计算。

2.2.2 完全法

在未知转速关系时，直接法不再适用，应绘制

Campbell图。对于某一组确定的高低压转速值，行列

式仍为式（16），此时未给定公转转速与自转转速关

系，直接求解行列式变得非常困难，且效率极低。

在有限元软件仍采用 2.1.2节中的广义特征值

法，对式（5）求解某一转速组合对应的特征值。此时

无法从数值的正负判断正反进动。为明确对转转子

正反进动特征值随转速的变化规律，作如下分析：

首先，对式（15）进行状态变换可得

D 0 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

i (M 1
-1 ) é

ë
ê

ù
û
ú

J01Ω 1
J02Ω 2

-(M 1
-1 )K 1

I 0
（19）

此时得到的特征值数目是式（15）自由度数目的

两倍，因而与系统自由度总数相等，根为纯虚数，互

相不具备共轭关系，正进动对应特征值为正虚数，反

进动对应特征值为负虚数。

令高压转速不变 ΔΩ2=0，低压转速变化 ΔΩ1>0，
系统振型不变，则有

ΔD 0ψ = Δλ 0ψ （20）

ΔD 0 =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úi (M 1

-1 ) é
ë
ê

ù
û
ú

J01ΔΩ 1 0
0 0 0

0 0
（21）

由式（20）和式（21）可知，此时求得的 Δλ0必为正

虚数或 0，这意味着无论两转子同转或对转，在某一

转子转速不变，另一个转子的转速变化 ΔΩ>0时，正
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进动对应的正虚数特征值的绝对值增大，而反进动

对应的负虚数特征值的绝对值减小。

借由这一规律，可以对由商业有限元软件计算

得到的特征值进行区分。如图 3所示，将某一确定 Ω2
下，不同 Ω1时，算得的全部特征值取绝对值后绘制于

图中，由前述规律可区分正反进动曲线，上升曲线为

正进动，下降曲线为反进动。

假定一个新的高压转速值，高压转速变化量

ΔΩ2，遍历低压转速，仍由前述方法区分正反进动曲

线，如图 4所示。

在图 3和图 4中绘制低压转速等转速线，得到等

转速线与正进动曲线的交点，即可得到某确定的高

压转速下的临界转速。

由前述推导，对于新的高压转速值，若 ΔΩ2>0，则
在各个固定的 Ω1下，正进动对应的正虚数特征值均

增大，即正进动曲线整体上移（图 4（a）相比图 3）。若

ΔΩ2<0，则正进动对应的正虚数特征值减小，正进动

曲线整体下移（图 4（b）相比图 3）。因此，只要 ΔΩ2>
0，则正进动曲线与等转速线交点的数值必然增大，

即 Ci_1>Ci_0>Ci_-1
最终得到不同高压转速 Ω2下的系统进动速度，

即图 5所示的低压转子激励的 Campbell图，可见，各

曲线均随着 Ω2的增大而增大。

可见，整个过程不涉及高低压转子的振型筛选，

大幅简化了振型筛选法求解临界转速的操作流程。

2.2.3 谐响应法

同时，本文采用谐响应方法求解不平衡激励下

转子系统的响应，以响应峰值对直接法和完全法计

算得到的临界转速结果进行验证。

M {ü} + G{u̇} + K {u} = {f} （22）
低压激励时，有

{f} = {F}eiΩ1 t，{u} = {U}ei ( )Ω1 t + α

代入式（22），则有

{U}eiα = ( - MΩ 1
2 + iΩ 1G + K){F} （23）

令 Ω2=kΩ1，代入陀螺矩阵 G，k可取为正值或负

值，表示高压转子与低压转子同转或对转。求得不

同转速下的响应。高压激励时类似，见下式

{U}eiα = ( - MΩ 2
2 + iΩ 2G + K){F} （24）

求解时应为系统设置一定阻尼，否则在临界转

速处，响应理论上趋于无穷大。

Fig. 3 Critical speeds excited by low-pressure(LP) rotor

with constant high-pressure(HP) rotor speed Ω2

Fig. 4 Critical speeds excited by LP rotor with constant

speed Ω2+ΔΩ2 of HP rotor

Fig. 5 Campbell diagram excited by LP rotor with different

speed of HP rotor
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3 双转子系统临界转速分析

根据图 1所示转子的质量和刚度特征，建立了梁

单元有限元模型（图 6中显示了梁截面形状，各级轮

盘位置布置有质量元以模拟轮盘和叶片的质量及转

动惯量），高压后支点为中介轴承。

3.1 直接法

在临界转速分析中，主要考虑由不平衡激励激

起的横向振动，因此约束有限元模型的轴向，以及

扭转自由度。将低压和高压转子分别设置为单位

转速 1rad/s后，由 ANSYS提取系统的陀螺矩阵。同

时提取系统质量 M和刚度 K矩阵，并将自由度按照

xi，θyi，yi，- θxi 重 新 排 列 ，获 得 形 如 式（19）中 的 各

矩阵。

采用Matlab求解形如式（17）的行列式，可以得到

高低压转子转速比 k为不同数值时，高压转子激起的

临界转速，绘于图 7 中，其中 k=-0.25，-1，-2，-3，
-4，-5，5，4，3，2，1，0.25。纵轴为高低压转子公转转

速即进动速度，此时进动速度等于高压转子自转转

速。图中实线表示采用同一 k值计算得到的结果，虚

线表示将各 k值计算得到的结果按大小顺序连接。

可见，如想获得实际转子工作线下的临界转速和工

作裕度，可以通过设置大量 k值重复直接法计算的方

式获得 Campbell图实现。

3.2 完全法

直接在 ANSYS中采用完全法求解高压转子激起

的临界转速。类似于 2.2.2节的求解流程，对高压激

励临界转速：（1）选取某一确定的低压转子转速 Ω1，

求出不同 Ω2下系统特征值。（2）绘制特征值绝对值随

Ω2变化的曲线，将 1×转速线与所有曲线的交点取出。

（3）选取新的低压转子转速 Ω1，重复上述过程。（4）将

所有固定 Ω1下求得的交点绘于图中并连接，形成高

压转子激起临界转速的 Campbell图如图 8所示。（5）
去除所有低压转速由 -∞~+∞变化而下降的数值即可

得到正进动曲线。（6）绘入真实发动机高低压转子共

同工作线，得到临界转速，全过程如图 8所示。

作为对比，将由直接法算得的 k=5和-5时的系统

临界转速值一并绘于图 9，可见临界转速值完全落于

正进动曲线上，即 3.2节完全法与 3.1节直接法的求

解结果相符。

k=5时，高压激起的临界转速对应高压转子转速

Fig. 9 Comparison between direct and complete method

Fig. 8 Campbell diagram excited by HP rotor with

different speed of LP rotor

Fig. 6 Beam element model of rotors

Fig. 7 Forward precession critical speeds solved by

direct method
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为 2408r/min， 4908r/min， 6566r/min， 8053r/min，
12125r/min，17705r/min。 k=-5时，高压激起的临界

转 速 对 应 高 压 转 子 转 速 为 2407r/min，4304r/min，
5002r/min，8043r/min，10044r/min和 17344r/min。

作为对比，采用文献［13］给出的振型筛选法对

本例进行分析。利用同转时的计算结果，对图 8中
第一象限里的曲线进行筛选，对高压转子激起的低

压转子为主的振动选取下降曲线，对高压转子激起

的高压转子为主的振动选取上升曲线，再对称到第

二象限作为对转结果，结果如图 10所示，作为对

比，保留了图 9中的正进动曲线。同时，绘制 k=-5
转速线，取交点数值，由振型筛选法获得的高压激

起的前五阶临界转速对应的高压转子转速分别为

2319r/min，4302r/min，5015r/min，8127r/min，10043r/min，
与完全法结果接近。而第六阶临界转速，无论取与对

称到第二象限的同转时的正进动曲线交点（S6-2）
17483r/min，或对称到第二象限的同转时反进动曲线

交点（S6-3）16438r/min，均与完全法结果 17344r/min
（S6-1）相差较大，这正是由该阶振型下高低压转子耦

合振动所致。

对于本例给出的转子，高低压转子振型耦合较

小，因而仅对第 6阶临界转速有较大影响。

3.3 谐响应法

在 ANSYS中采用谐响应方法获得幅频曲线，并

由响应峰值确定临界转速。代入高低压转子转速关

系 k=5和-5，高压激励时响应幅值随转速变化曲线在

图 11中给出。频率分辨率为 0.1Hz，即 6r/min，系统设

置 0.001的阻尼比。系统的响应幅值并非关注的重

点，因此，只提取幅值对应的转速值。

响应峰值对应转速与 3.1节和 3.2节的结果吻

合，转速差异由谐响应频率步长不足导致。结果表

明，无论同转还是对转双转子系统，三种方法能够获

得完全一致的结果。

4 结 论

通过本文研究，得到以下结论：

（1）直接法能够在只求解一次特征方程的情况

下获得系统的全部正进动临界转速，在双转子系统

具有简单转速关系时，求解高效快速。

（2）完全法借助于有限元软件特征值分析模块

实现，可以在没有任何振型信息的情况下得到完整

的 Campbell图，实现对任意转速关系下系统的临界

转速裕度的评估，是对振型筛选法的简化和改进。

验证表明，本文方法计算结果准确可靠，具有实

Fig. 10 Comparison between vibration selection and

complete method

Fig. 11 Vibration amplitude of 1st stage compressor on

different rotating speeds
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际工程应用价值。
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