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拉压不同模量凹腔陶瓷导流块动力固有模态特性研究 *
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摘 要：为了研究拉压不同模量（以下简称双模量）凹腔陶瓷导流块的动力特性，将陶瓷导流块等

效成一根双模量材料简支Euler梁，从而得出凹腔火焰稳定器在双模量材料下的振动情况，保证该结构

在高温状态下稳定。以双模量简支Euler梁为研究对象，通过二次开发，实现了Ansys平台分析具有该类

材料属性结构动力特性的功能。将得到的前三阶固有频率与文献中推得的频率计算公式所得的固有频率

进行了分析对比，得到的误差除了第一阶外都大于 5%，发现文献所得结果有缺陷。将得到的各阶频率

及振型曲线与已知的经典弹性理论的频率与振型曲线进行对比，说明材料的双模量属性对固有频率的影

响很大，对振型曲线并没有影响。通过振型及材料属性分布图能直观地观察到材料的拉压区域，说明材

料的拉压区域不能仅分为两个区域，振型阶次越高分区也越复杂。
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Dynamic Natural Mode Characteristics Analysis of
Cavity Ceramic Diversion Block with Different

Modulus in Tension and Compression
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Abstract：In order to study the dynamic characteristics of the ceramic diversion block with different mod⁃
ules in tension and compression（the following is referred as bi-modulus），the ceramic diversion block was
equivalent to a simply supported Euler beam with bi-modulus，thus，the vibration of the cavity flame stabilizer
with bi-modulus material was obtained to ensure that the structure is stable at high temperature. Taking simply
supported Euler beam as a research project，the function of analyzing dynamic characteristics of materials which
have these material properties has come true in Ansys by secondary development. After comparing the initial
three frequencies which were gained from finite element method and the analytical formula in a literature respec⁃
tively，errors were gained. Except for the first-order frequency，errors are all more than 5%，so the analytical for⁃
mula in literature has some flaws. Comparing the frequency and vibration mode curve of each order with these
which were gained in classical elastic theory，it shows that the bi-modulus property of material has a great influ⁃
ence on the natural frequency and has no effect on the vibration mode curve. The tensile and compressive zones of
the material can be visually observed through the vibration mode curves and material property distribution dia⁃
grams，indicating that the zones of tension and compression of the material cannot be divided into only two. The
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higher the vibration mode，the more complex the zone is.
Key words：Bi-modulus；Dynamic characteristic；Ceramic diversion block；Secondary development；

Natural frequency；Vibration mode；Material property distribution diagram

1 引 言

火焰稳定器是一种用以在燃烧设备中保持火焰

稳定的装置，凹腔火焰稳定器装置（其结构组成如图

1所示）目前在超燃冲压发动机上被广泛应用。由于

其在高温状态下工作，对于其的耐高温性和稳定性

具有相当高的要求，因此具有高温稳定性的陶瓷材

料作为其导流块是一个不二的选择。目前一些学者

对于凹腔火焰稳定器有一定的研究，蔡尊等实验研

究了凹腔主动喷注对点火过程的影响［1］，用数值仿真

进一步研究了凹腔主动喷注的强迫点火方案［2］。杜

玲等利用应力求张量法对于凹腔火焰稳定器组件界

面的适配性进行了应力应变分析［3］。对于陶瓷导流

块来说，在经典弹性理论中，通常认为其材料的拉伸

和压缩弹性模量相等，但是目前包括陶瓷在内的很

多材料呈现出拉压弹性模量不等的性质，甚至有些

材料的拉压弹性模量相差很大。这时候如果再使用

经典弹性理论就会给计算结果带来很大误差，因此

对于双模量的研究就应运而生。

Fig. 1 Cavity substructure

双模量概念最先由 Timoshenko［4］在 20世纪 40年
代提出，20世纪 70年代以后，以 Ambartsumyan［5］为首

的力学家在进行理论和实验研究之后，将这个概念

应用到了弹性理论中，由此不同拉压模量弹性理论

逐渐进入人们的视角。近年来也有诸多海外学者研

究了关于拉压弹性模量不等材料的问题，得到了不

少研究成果。Khan K等使用迦辽金时域方法研究了

双模量对圆板这种层合结构频率响应的影响，得出

了正负半周幅度的变化［6］。Khan A H等研究了双模

量的双层复合板在周期激励下的非线性受迫振动特

性，利用打靶法得出双模量造成打靶迭代中解的偏

差，从而导致收敛失败的结论［7］。Xie等提出了用于

分析在复杂三维应力状态下双模量材料结构的本构

方程［8］。Radostin等用理论分析和数值模拟研究了

非线性声波在线性耗散双模量介质中的传播［9］。

Katicha等根据 IDT式样呈现的拉压模量比确定了

IDT式样中的双模量应力分布［10］。国内对于双模量

问题也进行了研究，杜玲等以陶瓷梁为例，验证了应

力球张量法适用于单双向应力状态下不同模量计

算，为对于双模量的有限元计算奠定了基础［11-12］。张

洪武等对具有双模量的材料建立了平面静力问题的

参变量变分原理［13］。姚文娟等对拉压不同模量梁提

出了中性轴判定定理，并推导出了中性层计算表达

式及应力的解析式［14］。王明慧等分析了拉压不同模

量材料在自由振动情况下的应力和应变问题，并且

给出了应力与应变的解析式［15］。

虽然对于双模量的问题有大量的研究，但是主要

集中于静力学问题，对动力学问题的研究还有一定的

欠缺，并且得出的结论有一定的局限性。对于陶瓷导

流块这种具有明显双模量特性的材料进行动力特性

的研究变得更加迫切。针对这样的情况，本文将陶瓷

导流块等效成一根简支 Euler梁，以此为例，通过对商

用有限元软件的二次开发，进行了双模量 Euler梁的

动力特性分析，并且得到了前三阶材料属性分布图、

振型图以及固有频率，验证了目前解析解的局限性，

同时也提出了进行双模量材料的动力分析的方法，为

后续对于整个凹腔火焰稳定器的研究奠定基础。

2 理论推导

2.1 同模量时经典理论下Euler梁的自由振动

对于 Euler-Bernoulli简支梁［16］，如图 2，其横向自

由振动的微分方程为

EI ∂4 y∂x4 + m
∂2 y
∂t2 = 0 （1）

式中 m为单位长度分部质量，EI为弯曲刚度。

上述振动方程为四阶常系数线性偏微分方程，用分

离变量法求其解为

y ( x, t ) = ( Asinax + BcosAx + Cshax +
Dchax ) ( E sin ωx + Fcosωt ) （2）

式中 ω为横向振动频率，常数 A，B，C，D取决于
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边界条件，E，F取决于运动初始条件。

将边界条件代入可得简支梁的固有频率为

ωj = a2 EI
m

= ( )jπ
l

2
EI
ρA

（3）

式中 a2 = ω2 ρA
EI

。

最后求得第 j阶谐调固有振型为

φj ( )x = Ajsin jπxl ( j = 1, 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ ) （4）
式中待定常数 Aj由运动的初始条件确定。

Fig. 2 Simply supported beam

2.2 双模量时Euler梁的自由振动

目前为止，有些学者推导了双模量简支梁的频

率计算公式［17］，这些公式是将材料的拉压模量分为

上下两个分区并且是基于 Euler梁理论即引入了平

面假设得到的，公示推导过程如下。

梁的横截面如图 3所示，h1和 h2分别为上下两条

边到中性轴的距离，并且 h1 + h2 = h，h为梁高。当

E+ = E-时中性轴与 z轴重合。

Fig. 3 Cross section diagram of beam

引入不同模量弯曲刚度 D e

D e = b
3 ( E+h32 + E-h31 ) （5）

式中 E+ 为拉伸弹性模量，E- 为压缩弹性模量。

这里的 D e即为式（2）中的 EI，将 D e代入式（2）可得振

动方程

D e
∂4 y
∂x4 + m

∂2 y
∂t2 = 0 （6）

用分离变量法解微分方程，得到的固有频率为

ωj = ( )jπ
l

2 D e I
ρA

（7）

3 简支梁的动力分析

3.1 有限元的二次开发

对于受力构件来说，每一点的应力状态都可以

用一个二阶对阵张量来表示，根据张量的性质，可以

将应力张量分解成两个张量之和。

σ ij = σ ij + δ ijσm （8）
式中 σ ij称为应力偏张量，应力偏张量只使物体

产生形状变化，δ ijσm称为应力球张量，其任何方向都

是主方向，球应力状态的特点是在任何切平面上都

没有切应力。且主应力均为平均应力

σm = 13 ( σ 1 + σ 2 + σ 3 ) = 13 J1 （9）
式中 J1 是应力张量的第一不变量，与所取的坐

标无关，对于一个确定的应力状态，它是单值。根据

应力球张量的特点，定义拉压弹性模量，若

σm = σ 1 + σ 2 + σ 3 ≥ 0 （10）
体积增大，发生拉伸变形，定义该点为拉伸弹性

模量 E+，若

σm = σ 1 + σ 2 + σ 3 < 0 （11）
体积减小，发生压缩变形，定义该点为压缩弹性

模量 E-。

将梁上所有点的拉压弹性模量定义完成之后即

得到了整个梁的拉压弹性模量。整个流程如图 4所
示。将图 4所示的程序在 APDL中进行编程，对拉压

模量相等即 E+ = E-，拉压模量比 E+/E-=2/2.5，E+/E-=

Fig. 4 APDL flow chart
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2/3，E+/E-=2/4，E+/E-=2/5，E+/E-=2/6的简支梁分别进

行模态分析，得到了前三阶拉压不同模量材料属性

分布图，振型图以及频率。

3.2 同模量简支梁的动力分析

将梁的两侧面的中点进行位移约束。梁的边长

为 0.4m ×5mm，梁厚为 2mm，取弹性模量 E=20GPa，泊
松比 μ = 0.25，密度 ρ = 2270 kg /m3。由于 Euler梁理

论略去了剪切变形及转动惯量效应，因此为了得到

准确的结果，本文所选取的梁尺寸的高跨比较小。

当 E+与 E-相等时，即 E+=E-=20GPa，用图 4所示的程

序在 Ansys中进行分析计算，得到前三阶频率分别为

ω 1 = 42.05Hz，ω 2 = 168.07Hz，ω 3 = 377.69Hz。表 1为
E+ = E-时，有限元求得的自振频率与 Euler梁理论所

得的自振频率。

从表中可以看出，当 E+ = E-时，用开发的动力分

析模块所求得的自振频率与 Euler梁理论所得的自

振频率近似，并且误差都在 0.3%以内，这说明开发的

动力分析模块的可靠性，并且可以将该模块运用于

双模量材料。

Table 1 Natural frequencies obtained by finite element

method and Euler beam theory

Frequency/Hz
ω 1

ω 2

ω 3

Euler
42.06
168.24
378.55

Finite element method
42.05
168.07
377.69

Error/%
0.026
0.104
0.227

3.3 双模量简支梁的动力分析

3.3.1 小高跨比梁的动力分析

梁的约束、尺寸、泊松比和密度都与拉压模量相

等时的梁一致，对 E+=20GPa，E-=25GPa即 E+/E-=2/2.5
的情况，用图 4的程序进行了分析。由于式（6）～（8）
得出的结论引入了平面假设，略去了剪切变形和转

动惯量效应，因此对于高跨比小的梁才能进行较准

确的分析。表 2和表 3分别为 E+/E-=2/2.5时，式（7）
求得的频率与有限元法得到的频率的对比。

从表中可以看出，当 E+ /E- = 2/2.5时，由动力分

析模块求得的前三阶自振频率与式（7）求得的自振

频率近似并且前两阶误差均在 2%之内，第三阶误差

也接近 5%。由于式（7）是在 Euler梁理论的基础上得

出的，而随着阶数的增加，即使是在小高跨比的情况

下，剪切变形以及旋转惯量效应会越发明显，导致计

算误差增大。所以总体来说以上的计算满足工程需

求。由此说明动力分析模块的准确性，可以将之运

用于工程分析中。

Table 2 Comparison of analytical formula and finite

element method in E+/E-=2/2.5

Frequency/Hz
ω 1

ω 2

ω 3

Analytical
formula
45.231
180.924
378.55

Finite element
method
44.394
177.4
398.72

Error/%
1.85
1.94
5.33

为了进一步验证有限元方法的准确性，将 E+/E-=
2/2.5时的情况进行验证。通过用经典弹性理论即式

（3）计算 E=20GPa和 E=25GPa的频率以及通过有限

元方法求解 E+/E-=2/2.5的频率进行比较讨论。由已

知的弹性理论知识可知 E+/E-=2/2.5的频率一定在 E=
20GPa和E=25GPa的频率之间。E=20GPa，E+/E-=2/2.5
和 E=25GPa的前三阶频率图如图 5所示。

Fig. 5 Frequencies in the condition of E+/E-=2/2.5，

E=20GPa and E=25GPa

从 图 5 中 可 以 看 出 ，E+/E-=2 / 2.5 的 频 率 在 E=
20GPa和 E=25GPa的频率之间，这与已知的弹性理论

相同，由此说明用有限元法计算出的 E+/E-=2/2.5的
频率是准确的，进一步验证了有限元法的准确性。

3.3.2 大高跨比梁的动力分析

梁的约束、泊松比和密度都与拉压模量相等时

的梁一致，将梁的边长变为 0.4m × 0.025m，梁厚为

0.01m，其高跨比相较于前文中的大但也是在 Euler梁
理论适用的范围之内。用图 4所给的动力分析模块

将该尺寸的简支Euler梁在E+/E-=2/3，E+/E-=2/4，E+/E-=
2/5，E+/E-=2/6情况下进行了动力分析，得到了前三阶

频率，材料属性分布图以及振型图。图 6为拉压模量

比 E+/E-=2/6时的前三阶材料属性分布图，其中图 6
（a），6（b），6（c）分别为第一阶，第二阶，第三阶的材料

属性分布图。

式（7）提出的前提是将材料的拉压区域分为上

下两个，可以从图 6中看出，只有图 6（a）也就是第一

阶是将材料的拉压分区分为上下，第二阶和第三阶

并不是简单地分为上下两个区域，振型阶次越高分
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区越复杂。说明式（7）是有缺陷的，不能用于大多数

的情况，只能精确地计算第一阶频率。从图 6中可以

明显地看出中性层发生了跳变，印证了文献［17］的

猜想。同时通过图 4的程序分析，计算得出了文献

［17］中没有得到的二阶和三阶频率。由于表 2所呈

现的频率是在高跨比非常小并且拉压模量比接近于

1的情况下得出的，基本可以忽略材料分区和中性层

跳变的影响，所以由式（7）所求得的前两阶频率比较

精确。由此可见得到理论解是相当困难的，用有限

元方法计算更为有效。

Fig. 6 Material distribution diagrams of modulus

对于 E+ /E- = 2/6的情况，其材料的前三阶振型

图如图 7所示，图 7（a），（b），（c）分别为第一阶，第二

阶，第三阶的振型图。振型图与图 6中的材料属性分

布图一一对应。由于其它拉压模量时材料属性分布

图与图 6类似，振型图与图 7相同，在这里由于篇幅

原因就不一一给出。

由图 7可以看出，有限元得到的振型曲线与经典

解即式（4）得到的振型曲线几乎重合，这说明拉压模

量不同对振型曲线几乎没有影响。

图 8给出了用有限元法计算得到的拉压模量比

为 2/3，2/4，2/5，2/6这四种情况的前三阶自振频率。

由图 8可以看出，当拉压弹性模量发生变化时，

其频率的变化很大。随着 E+/E-的值减小，频率逐渐

增大，并且随着阶数的增加频率增加的幅度增大。

由此可见拉压模量不同对于频率影响很明显。

4 大高跨比下双模量有限元解与解析解的对比

表 3是拉压模量比为 E+/E-=2/3，E+/E-=2/4，E+/E-=

2/5和 E+/E-=2/6，由式（7）求得的频率与有限元法得

到的频率的对比。图 9为这四种模量比的前三阶频

率误差图，能够更加清楚地看到误差的变化趋势。

Fig. 7 Vibration mode curves of finite element method and

analytic formula

Fig. 8 Natural frequencies of different modulus ratios
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Frequency/Hz

ω 1

ω 2

ω 3

Analytical formula
E+/E-=
2/3
245.6
982.6
2210.8

E+/E-=
2/4
289.3
1157.2
2603.7

E+/E-=
2/5
334.6
1338.4
3011.4

E+/E-=
2/6
379.4
1517.4
3414.2

Finite element method
E+/E-=
2/3
243.5
929.5
2017.3

E+/E-=
2/4
264.6
1009.1
2188.2

E+/E-=
2/5
283.2
1078.8
2338

E+/E-=
2/6
300.1
1142.1
2473.1

Error/%
E+/E-=
2/3
0.87
5.39
8.75

E+/E-=
2/4
8.53
12.8
15.96

E+/E-=
2/5
15.35
19.39
22.63

E+/E-=
2/6
20.9
24.73
27.56

Table 3 Comparison of analytical formula and finite element method

Fig. 9 Error in different modulus ratio

从表 3中可以看出，只有当 E+ /E- = 2/3时，第一

阶频率误差为 0.87%，满足工程要求，其余拉压模量

比的频率误差均大于 5%。因为当拉模量与压模量

相差不大时，其材料的第一阶拉压区域分为上下两

个区域，如图 6（a）所示，符合式（5）～（7）的前提条

件，但是，在二阶以上的情况，材料分区不是上下两

个分区，如图 6（b），（c）所示，这些公式就不适用。并

且由图 9可看出，随着拉压模量比的减小，这些公式

所计算的频率误差逐渐增大。这是在高跨比相对较

大的情况得出的频率，随着阶次的增加剪切变形和

旋转惯量效应会越来越明显，再加上由于分区不当，

导致式（7）得到的频率误差就会相当大。由此说明，

式（7）只能较准确地计算在拉模量与压模量相差不

大时的第一阶频率，而通过图 4所示的研发的动力分

析模块可以准确地计算高阶的频率，体现出式（7）的

局限性以及动力分析模块的实用性。

5 结 论

通过本文研究，得出以下结论：

（1）对于双模量简支梁来说，其材料仅仅分为上

下两个区域不能反映二阶以上振型所对应的应力状

态，也不能反映真实的结构动力特性，对于二阶以上

的分区比较复杂，通常分为三个四个甚至更多，因此

有限元法更为有效。

（2）当拉压模量不同时，梁的中性层不是平面而

是曲面，并且拉压模量相差越大其中性层的曲率就

越大。

（3）拉压模量对于自振频率的影响很大，并且拉

压模量比越接近于 1，其频率越接近拉压模量相同时

的频率。拉压模量比越小，其频率就越大。

（4）当拉压模量不同时其振型曲线几乎不发生

变化，即拉压模量不同对于振型曲线基本没有影响，

因此振型曲线的解析式（5）仍然适用。
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