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摘 要：针对传统动力学分析方法无法有效地解决大型复杂工程结构动力问题的局限性，引入了一

套适用于复杂大系统结构建模分析的新技术—多重动态子结构法。详细论述了多重多级动态子结构基础

理论，介绍了采用多重动态子结构技术进行动力建模分析的工程实现方法，并开展了该方法在某大型四

机并联液体火箭发动机中的应用研究。研究结果表明：仿真分析的前六阶模态与试验值吻合较好，模态

频率的相对误差小于 5%，模态置信因子MAC≥0.9，该动力分析方法可准确预示发动机结构的动力学特

性；相比整体有限元分析方法及传统（单级）子结构法，其建模、求解效率得到大幅度提高；验证了多

重动态子结构法是研究大型复杂结构动力问题的一种有效方法。
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Abstract：Traditional dynamics analysis methods show their limitations in effective dealing with dynamics
problems of large complex engineering structures. To improve this，a new multilevel dynamic substructure meth⁃
od is proposed. After a brief presentation of the fundamental ideas of multilevel dynamic substructure method，

then the engineering realization method of using multilevel dynamic substructure technology to dynamics model⁃
ing and analysis is explained in detail. This new approach is then applied to study the structural dynamic charac⁃
teristics of a large four parallel connected liquid rocket engines. The results show that the first six modes of simu⁃
lation are maintained in accordance with modal test values，the modal frequency relative errors are less than 5%，

and the modal assurance criterions（MAC）are larger than 0.9. In further，the dynamics analysis method can pre⁃
dict dynamic characteristics of the engine accurately. In comparison with the complete finite element analysis
method and traditional（single-level）substructure method，the modeling and solving efficiency have been im⁃
proved significantly. The multilevel dynamic substructure method has been proven to be a reliable and effective
tool in investigating of the large complex structural dynamics.

Key words：Multilevel dynamic substructure；Structural dynamics；Modeling analysis；Liquid rocket en⁃
gine

* 收稿日期：2017-08-03；修订日期：2018-03-08。
基金项目：国家自然科学基金（51675426）；装备预研共用技术和应用基础（2017ZZB·YY4001Da）。
通讯作者：杜大华，男，博士生，高工，研究领域为结构强度、振动与可靠性。E-mail: cascddh@sina.com



1850 推 进 技 术 2018年

1 引 言

对于诸如航天器类重要、复杂的工程结构，其研

制过程对结构动态分析结果的准确性提出了极为苛

刻的要求，当前迫切需要提高计算精度与效率，数学

建模分析是结构动力分析中最关键的一环［1］。由于

工程结构的日益大型复杂化，要建立复杂结构高精

度的动力学模型并进行准确、高效的计算分析，这本

身就是一件非常困难的工作。如大型火箭二级整机

由相同的四机并联组成，四台发动机共用一个机架，

每台发动机主要是由推力室、燃气发生器、涡轮泵系

统、气/液管路、自动器、贮箱和高压气瓶等组件高度

集成的大型复杂、多尺度多维度动态系统，其结构动

力学特性非常复杂，对发动机进行精细化动力学设

计是当前研究的一项重要任务，如何在保证结果精

度的前提下提高分析效率至关重要。

目前，结构有限元（FE）分析法、子结构法已成为

解决结构动力问题的主要方法之一。FE方法采取由

零件、部件到整机的有限元建模思想，对原始复杂的

物理模型进行合理的简化，以尽量准确模拟发动机

的刚度和质量分布为建模总原则，使动力学模型既

简单又能反映其动态特性，从而建立完整的有限元

模型；然而，整体 FE 法在处理大型复杂结构问题时

效率偏低，有时可能会失效。子结构法以 Rayleigh-
Ritz 法为理论基础，在 20 世纪 60 年代，由 Hurty W C
和 Gladwell G M L 提出，Craig R R，Bampton M C C 等

对 Hurty W C 的方法作了改进与完善，该方法在提高

分析效率和精度方面优势显著，目前已成为解决复

杂工程结构动力学问题的有效方法；根据界面性质，

子结构法分为约束子结构法、自由子结构法和混合

子结构法；向树红、邱吉宝等［2，3］对子结构方法的最新

研究进展进行了详细介绍，总结了运载火箭结构动

力学研究精确模态综合法的一些新技术；Wang等、徐

庆红、杜飞平等［4～6］将子结构模态综合法应用于火

箭、卫星的动力学分析中，对航天器的结构动力学建

模技术、动态响应分析及动态试验仿真技术等进行

了研究；但是传统（单级）动力子结构法在获取各子

结构间组装关系及各子结构模态信息时有很多不

足，导致求解复杂结构动特性的精度与效率得不到

保证。

多重多级子结构方法由 Zhong等［7］提出，利用多重

多级子结构技术求解大型复杂结构动力特性［8～12］；

Ragnarsson 等，Kim 等和 Boo 等［13～15］提出了基于模态

综合法的 AMLS法，采用多重划分方式以减少接口自

由度。多重动态子结构法除具有传统 FE 法、子结构

法的优点外，还有采取分层与装配策略、思路更加清

晰；避免重复建模，试验与计算高效结合，建模效率

进一步提高；重设计或模型修正时仅对需要修改的

部分做调整，增大了灵活性；最大限度减小求解规

模，分析效率更高；分析结果不受子结构划分、调用

方式的影响，更适合于结构之间的耦合分析等。另

外，相比多重多级子结构方法，多重动态子结构法在

分析大型复杂结构动态特性与动态响应问题时性能

更加优越。

本文针对大型复杂结构动力分析中存在的问

题，提出了适合于解决该问题的多重动态子结构法。

详细推导与说明了多重多级动态子结构理论，介绍

了运用该理论对大型复杂结构进行动力分析的工程

实现方法，开展了该方法在某大型四机并联液体火

箭发动机动力分析中的应用研究，并对方法的可行

性与有效性进行了评价。

2 多重动态子结构理论

多重动态子结构技术是 C-B 法对接坐标主模态

缩减法的多级应用。其主要思想是：首先，依据子结

构分层策略及划分原则对具有层次性及分解性的多

层次大系统进行“嵌套”分割，将结构划分成若干子

结构（定义为一级子结构）；再将一级子结构分成更

小的子结构（二级子结构），依次可划分成三，…，J级

更小的子结构，直到问题方便求解；最后将各子结构

逐级组集成系统级模型。在求解过程中，采用由后

向前、从低级到高级逐级减缩子结构，上层子结构间

的界面节点成为下层子结构的内部节点而被凝聚

掉；通过子结构内部自由度、子结构间界面自由度缩

聚，最终系统模型的自由度数会最大程度得到缩减，

使装配后的特征方程矩阵维度大大降低，进而可综

合出系统的动态特性。该方法可实现子结构的镜

像、旋转、平移或多层次调用等操作，能更好地处理

大型复杂结构的建模分析问题。

2.1 子结构模型缩聚

设线性结构动力学方程为

Mü + Cu̇ + Ku = f + R （1）
式中 M，C，K为质量、阻尼及刚度阵，u为位移，f

为外力，R为界面力。将式（1）简化为无阻尼自由振

动方程，并按内部自由度（D集）与界面自由度（A集）

进行分块
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式中 ud，ua为内部、外部位移。d，a为内部、界面

自由度，d ∈ D，a ∈ A。总内部位移

ud = u free
d + u fixed

d = G daua + u fixed
d （3）

式中 u free
d ，u fixed

d 为自由、固定界面位移，G da为变换

阵。进行固定边界缩聚时，ua = üa = 0，由式（2）得自

由振动方程

M dd üd + K ddud = 0 （4）
其特征方程为

K ddΦN = λNM ddΦN （5）
式 中 ΦN 为 特 征 向 量 阵 ，λN 为 特 征 值 阵 ，N =

1, 2,⋯, d。令 ΛN = diag ( )ω 2
N ，认为ΦN已正则化

ì
í
î

Μ QQ = ΦNM ddΦN = IN

KQQ = ΦNK ddΦN = ΛN

（6）
释放固定界面自由度，用固定界面模态基向量

把 u fixed
d 变换到模态空间，代入式（3）得

ud = -K -1
dd K daua + ΦN pN （7）

由固定边界模态与约束模态构成广义坐标，有
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式中 pN 为模态坐标向量，ΦN 为固定界面主模

态，Φ a为约束模态，Φ a = -K -1
dd K da Ia。只保留前 k阶主

模态Φ k（k << N），主模态截断准则要求模态数目应能

保证动态响应计算模态截断后的正确性，建议模态

频率值应为动态响应关心最高频率的 2～3 倍，即选

取所关心频率 3 倍以内的子结构主模态［16］。这样就

能大幅度缩减子结构模型自由度，有

u = é

ë
ê

ù

û
ú

Φ k Φ a

0 Ia

é

ë
ê

ù

û
ú

p k

ua

= T
é

ë
ê

ù

û
ú

p k

ua

（9）
式中 T为广义动力缩聚变换阵。将质量归一化，

根据主模态的正交性，将式（2）由物理坐标变换到模

态空间，建立子结构在模态坐标下的动力学方程

M͂p̈ + K͂p = F͂ （10）
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通过动力减缩子结构质量阵与刚度阵，使式（10）阶

数（k + a）远小于式（2）阶数（d + a），从而大幅度降低

子结构动力学方程的阶数。

2.2 模型综合、求解及数据恢复

将各子结构的动力学方程写成式（10）的形式，

认为这些方程是相互独立的，根据各子结构的界面

位移协调（ua
( )i = ua）和力平衡（∑

i = 1

n

R a
( )i = 0）条件，把

各子结构方程耦合成系统自由振动方程。

对于具有 m个子结构的单级系统，其在广义坐

标 q下的特征方程为

( )K͂ ∗ - ΛM͂ ∗ q = 0 （11）
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，B为波尔阵。

对于具有 J重子结构的系统，保留 Φ v 低阶对接

坐标 V主模态（对界面对接坐标动力缩聚），将广义坐

标 q下末级子结构的运动方程代入系统运动方程，可

得降阶的系统广义坐标下运动方程
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ì
í
î

ï

ï

( )i
ua = ( )i

Φ v

( )i
p v

( )i
ud = ( )i

Φ dk

( )i
p k + φ da

( )i
p v

（13）

第 J重子结构的无阻尼自由振动方程为
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J p J = 0 （14）
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和质量阵。在求第 J重子结构时，按照单重→二重→
三重→……→J重的顺序逐级递推求得。解得 J重振

型后，可按式（13）依次逐级回代，最后求得子结构各

节点在物理坐标下的位移，再可计算得如应力、应变

等各种所需的物理量，从而再现子结构。

3 工程实现方法

运用多重动态子结构理论对大型复杂工程结构

进行动力分析，在 MSC Nastran 软件中借助于多级超

单元技术实现。由于外部超单元相比原始、映像超

单元具有更高的应用价值，故其得到了更广泛的应

用。多级外部超单元的分析过程分外部超单元生

成、模型组集及数据恢复三部分（见图 1，图 2），下面

对软件实现方法以及使用技巧进行详细说明。整个

工程实现过程的模型缩聚、模型组集、求解及数据恢

复是以多重动态子结构的子结构模型缩聚、模型综

合、求解及数据恢复理论为基础。

Fig. 1 Schematic of 3-step external superelement process

3.1 外部超单元生成

外部超单元包括质量矩阵、刚度矩阵及转换矩

阵等，以提取模态信息。采用 PARAM，AUTOQSET，
YES 命令定义广义节点 SPOINTs 和广义自由度 QSE⁃
Ti；定义界面节点（固定界面 ASETi，自由界面 BND⁃
FREEi）；定 义 模 型 骨 架 Plotel。 情 况 控 制 卡（Case
Control）中的 Extseout 命令用于控制生成超单元矩

阵，以及后续模型装配中以 Part命令读入的外部超单

元需要的输入数据。

3.2 模型组集

模型装配是将外部超单元与本体结构或超单元

之间的连接过程。多级超单元的创建方法与单级超

单元相同，只需在创建过程中将上一级超单元装配

后求解。图 3 给出了多级超单元体系结构示意。末

端超单元（Tip Superelement）SE1，SE2 经二次缩聚后

得缩聚超单元（Collector Superelement）SE12，SE12 和

SE3 超单元再与主体模型（Residual Structure，SEID=
0）进行连接。装配时，首先界面节点位置应保持一

致，否则需要调整模型。如果外部超单元模型位置

需要调整，在主模型的 Main Bulk Section 中采用 Seloc
命令，对超单元模型进行平移、旋转使之调整到所需

要的位置。如果界面节点位置一致，则不需进行任

何改动，*.asm 文件中 Seconct将超单元和本体结构在

一定误差间距内的两个界面节点自动对接。

Fig. 2 Flowchart for dynamic superelement processing

Fig. 3 Multilevel superelement tree

3.3 数据恢复

将装配好的主体模型递交计算，在求解完成后，

采取重启动方法，进行超单元的数据恢复。恢复过

程与多级缩聚相反，以从顶至底的顺序，由凝聚解计

算结构所有自由度的完整解。先获得子结构各节点

位移，再计算应力、应变和能量等各种所需的物理量。
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4 应用实例

大型火箭二级整机由四台相同的单机并联组

成，四台发动机共用一个机架，每台发动机结构高度

集成，如图 4所示，其整体建模及动力分析难度极大。

Fig. 4 A second-stage rocket engine

本例采用多重动力子结构技术，对发动机结构

进行动力学特性分析。考虑到子结构划分对计算精

度、效率的影响，精度主要受模型准确性、模态截断

误差及求解累积误差等的影响，随着子结构调用层

次的增多，计算过程中的误差不受调用方式的影响，

从量级上大幅度缩减整体结构的自由度而不改变问

题的本质，可以精确计算出结构的模态；同时，子结

构数增加，可更大程度减小求解模型规模，提高计算

效率，但模型处理、数据管理的工作量也随之增加；

另外，在子结构划分完成后，建议残余结构的规模一

般不超过整体模型自由度的 10% 为宜。因此，本文

按实际结构几何形状和装配边界条件等子结构划分

原则［1］进行子结构划分，其中，I级子结构包括机架及

A1，A2，B1，B2 分机共 5 个子结构；II级子结构为 A1，
A2，B1及 B2分机，每个分机均包括推力室、涡轮泵系

统、燃气发生器、氧化剂泵前后主管路、燃料泵前后

主管路共 7个子结构，如图 5所示。

4.1 单机子结构动力学理论建模分析

分别建立了机架、推力室、涡轮泵、燃气发生器、

主要管路、摇摆软管、伺服摇摆机构、集中质量、连接

和非结构质量等典型组部件的 FE 模型［17］，装配得单

机 FE 模型。对单机进行固定约束正则模态分析，得

到单机子结构的模态。

Fig. 5 Tree-like composition of the multilevel substructures

对比分析仿真与模态测试结果后发现（见表 1），

计算前四阶模态频率相对误差高达 10%，模型精度

偏低，需对初始有限元模型进行修正。本文运用灵

敏度分析与优化算法进行模型修正。将模型参数分

为确定性参数与不确定性参数，确定性参数与实际

比较相符，而造成误差的主要原因是建模中某些连

接的不确定性，只需对不确定参数进行修改。通过

灵敏度分析发现，推力室与机架连接位置的轴承

（弱）刚度为发动机低阶模态的最敏感参数；进一步

细化轴承部分模型，使用多点约束 RBE2 或 RBE3 连

接内圈节点与中心点，同样使用多点约束连外圈节

点与重合位置上的另一个中心点，然后在两个中心

点处建立 CBUSH 单元，CBUSH 单元可以设置轴承在

各平动和转动方向上的刚度。以该弱连接部位刚度

为设计变量，构造联合使用模态频率及模态振型为

目标函数，进行单机有限元模型修正。

经模型修正后，仿真、试验频率误差小于 1.2%，

每个子结构数学模型能准确反映实际结构的动力学

特性，模型准确性满足工程设计要求。模型修正后

的计算振型如图 6所示。

4.2 四机并联动力分析

在对单机进行准确模态分析的基础上，根据四

No.

1
2
3
4

Test/Hz

12.41
14.25
17.37
39.41

Before model updating

Simulation/Hz

11.35
14.96
19.13
38.31

Frequency
relative error/%

-8.54
4.98
10.13
-2.79

After model updating

Simulation/Hz

12.35
14.36
17.58
39.17

Frequency
relative error/%

-0.48
0.77
1.21
-0.61

Mode shape

Thrust chamber twists around Z-axis
Whole engine swings along Y-axis
Whole engine swings along X-axis
The 2-diameter mode of the nozzle

Table 1 Comparison of simulation results with experimental values before and after the model updating of the single engine
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机并联发动机的实际物理作用关系，将单机扩展到

四机并联状态，在模态域进行子结构综合，对并联发

动机进行固定界面模态综合分析。

（a）1st （b）2nd

（c）3rd （d）4th

Fig. 6 Simulation mode shapes of the single engine

图 7 为预示振型，表 2 给出了仿真预示、模态测

试结果对比。仿真前六阶模态频率与试验值的误差

在 5% 以内，且预示模态振型和试验结果基本一致，

说明了在低频范围内预示结果具有较高的精度，满

足 NASA，ECSS的有效性评价标准。

整机前四阶模态为 B1，B2 单机在 X或 Y方向上

的相对摆动，这主要由对固定发动机的约束相对较

弱所引起。第五、六阶模态为 A1，A2 单机的相对扭

摆，这主要受摇摆发动机伺服机构的影响。前六阶

模态为两固定、两摇摆发动机的相对运动，整机的三

维空间模态十分丰富，并可能会出现横、扭运动相互

耦合，从而构成一个复杂的模态族。分析振型斜率

（结构在固有振动频率下相对振型变化率，即振型和

相对转角沿着飞行器总体轴线的相对变化量）发现，

斜率最大位置位于摇摆十字轴附近，说明该处为整

体刚度最弱位置，单机一阶弯曲、扭转模态对该位置

非常敏感。发动机的第一阶模态为 9.5Hz，且低阶模

态均为发动机的横向摆动，发动机与箭体纵向模态

耦合振动的可能性较小。

（a）1st （b）2nd （c）3rd

（d）4th （e）5th （f）6th

Fig. 7 Mode shapes of the four parallel connected engines

另外，对比采用多重动态子结构法、整体 FE 方

法进行模态分析发现，前者模型自由度数仅为后者

的 3‰，从而大大降低了求解规模，提高了分析效率。

No.
1
2
3
4
5
6

Test/Hz
9.56
9.73
9.85
10.03
12.17
12.38

Simulation/Hz
9.38
9.42
10.08
10.34
12.71
12.62

Frequency relative error/%
1.87
3.19
-2.34
-3.09
-4.44
-1.94

MAC

0.986
0.934
0.978
0.995
0.907
0.923

Mode shape
B1 and B2 engine reverse swing in Y direction

B1 and B2 engine swing in Y direction
B1 and B2 engine reverse swing in X direction

B1 and B2 engine swing in X direction
A1 and A2 engine twist with the same direction

A1 and A2 engine twist with the opposite direction

Table 2 Comparison of simulation and test results of the four parallel connected engines

5 结 论

（1）针对在大型复杂结构动力学精细化设计中

的突出问题，提出了多重动力子结构法，详细论述了

多重多级动态子结构基础理论，给出了采用该方法

进行动力建模分析的工程实现技术途径。

（2）此动力分析技术已成功应用于我国某大型

运载火箭四机并联发动机的结构动力学预示中，算

例验证了方法的有效性与灵活性。该分析技术可实

现前六阶仿真、试验模态频率相对误差小于 5%，模

态振型相关性 MAC值大于 0.9，分析结果精度满足工

程应用要求；相比传统子结构法、整体 FE 法，采用多
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重动力子结构方法可在保证分析精度的同时，极大

提高了求解效率。

（3）运用多重多级动态子结构方法来研究大型、

超大型复杂结构低阶模态振动问题是有效的，并在

分析效率、精度等方面优势显著，该方法为超大型复

杂结构动态响应分析及动力学优化设计奠定了基

础。
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