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带冠涡轮叶片振动特性的子区间组合分析方法 *
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摘 要：为准确计算分析带冠涡轮叶片振动特性的非确定性问题，将区间组合法与有限元法相结

合，发展了适用于复杂结构振动特性的区间求解方法，并建立了基于商用有限元软件的区间振动特性求

解流程。考虑工况温度、叶冠接触状态和榫头约束角刚度的分散性，对带冠涡轮叶片的模态特性和振动

响应进行了求解，研究得到了典型结构、载荷等非确定性参数对叶片振动特性的影响规律。研究结果表

明，与蒙特卡洛法相比，该方法可使计算效率提高10倍以上，计算结果的相对误差不大于50%，获得

振动特性的区间结果更为可靠，并且该方法无需对非确定性参数的概率分布进行假设，具有良好的工程

应用前景。
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Sub-Interval Combination Method for Dynamical
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Abstract： In order to analysis the uncertain problems of dynamical characteristics of shrouded turbine
blades accurately，an interval method for complex structures combined by interval theory and finite element meth⁃
od has been presented. The solution procedure for the interval dynamical characteristics is given based on the
commercial finite element software. Taking the dispersion of operation temperature，contact status of the shrouds
and angular stiffness of firtree root into account，the modal characteristics and vibration response of a shrouded
turbine blade are studied，and as a consequence the effects of typical uncertain parameters of structures and
loads on the vibration characteristics of blade are obtained. The results show that the computational efficiency can
be improved more than 10 times，and the relative error of the calculated results is less than 50% compared with
Monte Carlo method，in particular the results obtained by the interval method are more reliable. Moreover it is not
necessary to get the information about the probability distribution characteristics for the uncertain parameters by
this developed method，which indicates a better engineering application prospect compared to most probabilistic
methods.
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1 引 言

叶片振动带来的高周疲劳破坏是影响航空发动

机结构可靠性的关键问题之一［1～3］，其原因之一是目

前的叶片安全性评估方法均采用确定性设计，并依

据经验选取一定的安全系数，作为对载荷、材料、制

造、使用、分析等方面非确定性的补偿，由于不能合

适的考虑非确定性因素的影响，使预期的设计效果

受到限制［4～6］。带冠叶片为航空发动机低压涡轮中

常采用的一种结构形式，随着发动机工作循环数的

增加，叶冠之间的磨损会逐渐增大，进而导致叶冠接

触状态的非确定性和叶片整体振动特性的分散性，

这使得在带冠涡轮叶片的动力学设计中考虑非确定

性的影响尤为重要［7～9］。

目前，对于带有非确定性参数的力学特性分析

主要有概率法、模糊集合法和区间分析法［10～12］。概

率法需要对非确定性参数进行概率分布假设，按分

布规律进行抽样，然后对每个样本进行确定性分析，

得到目标函数的概率分布；模糊集合法采用隶属函

数来描述物理量允许取值范围边界的逐渐过渡性，

与概率法相比，确定隶属函数甚至更为困难，需要人

为的确定隶属函数，主观性较强；区间分析方法对初

始的信息量要求较低，仅需确定非确定参数的上下

界，而对其分布规律没有要求，主要适用于“未知然

而有界”的工程问题［13～15］。对于带冠涡轮叶片而言，

由于其转速工况、尺寸公差以及服役时间等客观因

素的限制，使得其结构参数和力学参数往往是在一

定的区间之内变化的，即参数的非确定性表现出“未

知然而有界”的特征，而非确定性参数的分布规律依

赖于对大量样本的统计数据，往往很难获取，因此适

用于引入区间理论对其非确定性进行研究［8］。

为解决区间动力学方程的求解问题，邱志平［12］

提出区间摄动法以及子区间摄动方法对结构力学特

性的非确定性进行分析，适用于非确定性较小的区

间问题；Rao［16］提出了基于单调目标函数的组合法和

用于控制区间扩张的区间截断法，研究表明组合法

可以更有效的得到准确的解区间；文献［17～19］提

出了基于区间分解的子区间组合方法，通过合适的

子区间分解提高计算精度，降低计算量。

本文借鉴于上述工作，将区间组合法引入航空

燃气轮机带冠涡轮叶片的振动特性分析，将其与有

限元方法相结合，实现复杂叶盘结构的区间振动特

性求解，并研究温度条件、叶冠接触刚度和榫头-榫
槽配合角刚度具有区间分布特征时，带冠涡轮叶片

的固有特性以及响应特性，采用蒙特卡洛法验证该

方法用于分析发动机叶片动力学问题的有效性和准

确性。

2 区间理论与有限元法相结合的振动特性求

解方法

2.1 变量的区间表示方法

对于两个实数 -a, ā ∈R ，满足 -a < ā ，则有界闭区间

aI =[-a,ā] ={ }a|-a < a < ā,a ∈R （1）
为实区间数，简称区间［12］，其中 ā ，-a 分别为区间

的上下界。也可以用中心区间表示法将区间 aI 记为

aI =[-a,ā] = ac ± ΔaeΔ （2）
式中 ac = -a + ā

2 为区间中点值，Δa = -a - ā
2 为区

间半径或离差，eΔ =[-1,1] 为标准化区间。

对 任 意 m 个 元 素 均 为 实 数 的 区 间 数
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i =[-ai
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为区间向量，它表示 Rm 中的一个 m 维超长方

体。相似的，可以将区间向量 aI 记为

aI = ac + ΔaI （4）
式 中 ac ={ac

1,ac
2,⋯ac

m}T 为 区 间 向 量 的 中 点 ，

ΔaI ={Δa1,Δa2,⋯,Δam}T 为区间向量的半径。

2.2 动力学区间分析理论

为了考虑带冠涡轮叶片结构和力学参数的非确

定性，将区间变量 a 引入到动力学方程中，则 n自由

度系统的动力学方程可表示为

M(a)ẍ(a, t) +C(a)ẋ(a, t) +K(a)x(a, t) =F(a,t) （5）
式中

M(a) =(mij(a))，C(a) =(cij(a))，K(a) =(kij(a)) （6）
分别为质量、阻尼和刚度矩阵，是非确定性参数

（结构尺寸、弹性模量、环境温度、工作转速、榫头接

触参数、叶冠接触参数等）的函数

F(a, t) =( fi(a, t)) （7）
为载荷列向量，对叶片而言，其激振力主要为气

动力，与上游尾迹、来流畸变等有关，在工作过程中

存在一定非确定性［6］

x(a, t) =(xi(a, t)), ẋ(a, t) =(ẋi(a, t)), ẍ(a, t) =(ẍi(a, t)) （8）
分别为单元中各节点自由度的位移、速度和加

速度

a =(ai) （9）
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为具有非确定性的结构参数向量。

由于叶片结构参数的非确定性概率分布函数难

以获取，采用区间数学方法对其进行描述

a ∈ aI =[-a, ā] =(aI
i), ai ∈ aI

i =[-ai
, āi], i = 1,2,⋯,m （10）

式中 ā =(āi ) ，-a = (-ai
) 分别为非确定参数 a =(ai)

的上下界。根据区间数学知识，式（10）所表述的边

界条件为 m 维超长方体边界，该边界条件可通过形

位公差、极限工况、接触分析等方法获取。

因此，结构动力学分析即为对带有非确定性参

数的动力学方程式（5）的求解，其中 a 为区间向量 aI

中的所有可能值。

对固有频率 fi (i = 1,2,⋯,n) 的求解即为无阻尼

振动方程的广义特征值问题

Γ ={λ(a):K(a)x =λM(a)x,a ∈ aI} （11）
对于叶片固有频率的分析通常只关心满足上式

的各阶频率上下界

λI (a) =[-λ(a),λ̄(a)] =(λI
i(a)) （12）

式中

λ̄(a) = max{λ(a):K(a)x =λM(a)x,a ∈ aI} （13）
-λ(a) =min{λ(a):K(a)x =λM(a)x,a ∈ aI} （14）

则求解固有频率 fi (i = 1,2,⋯,n) 解区间的目标

函数转化为求解满足式（11）的最大最小特征值。

对振动响应的求解即为求解满足动力学区间式

（15）的所有解。

Λ ={x(a, t):M(a)ẍ(a, t) +C(a)ẋ(a, t) +K(a)x(a, t) =F(a, t),a ∈ aI}
（15）

因此，叶片结构动力学响应的上下界为

xI (a, t) =[-x(a, t), x̄(a, t)] =(xI
i(a, t)) （16）

式中

-x(a, t) = min{x(a, t):M(a)ẍ(a, t) +C(a)ẋ(a, t) +K(a)x(a, t) =
F(a, t),a ∈ aI} （17）
x̄(a, t) = max{x(a, t):M(a)ẍ(a, t) +C(a)ẋ(a, t) +K(a)x(a, t) =
F(a, t),a ∈ aI} （18）
2.3 子区间组合法

由于直接求解式（15）的计算量巨大，并往往存

在严重的区间扩张问题，本文引入子区间组合法。

如果实值函数 f (x) = f (a1,a2,⋯,am) 在定义域上具有

单调性，则函数的值域可以由多个自变量的端点值

代入求得。当区间函数 F(aI) 为单变量区间函数时，

若 F(aI) 是 aI 的单调递增函数［20］，则函数的解区间为

F(aI) =[F(-aI),F(āI)] （19）
当多变量区间函数

F(aI) =F(aI
1,aI

2,⋯,aI
n,aI

n + 1,aI
n + 2,⋯aI

n + k) （20）
是 区 间 aI

1,aI
2,⋯,aI

n 的 单 调 递 增 函 数 ，是

aI
n + 1,aI

n + 2,⋯aI
n + k 的单调递减函数时

F(aI) =[F(-aI
1,-aI

2,⋯,-aI
n
, āI

n + 1, āI
n + 2,⋯āI

n + k),
F(āI

1, āI
2,⋯, āI

n,-aI
n + 1,-aI

n + 2,⋯-a
I
n + k)] （21）

即对于满足单调性的区间函数，其上下限可以

在区间变量的端点处取到。

在工程中，区间函数 F(aI) =F(aI
1,aI

2,⋯,aI
n) 的单调

性 很 难 满 足 ，但 可 以 将 非 单 调 的 区 间 变 量

aI
i(i = 1,2,⋯,n) 进行合适的子区间分解，得到满足计

算精度的解。子区间分解有两种方法：基于单调性

的子区间分解和等距子区间分解法。对于能够显式

表达的区间函数，其分段单调性区间易于获取，可将

区间变量分解为 k 个满足区间函数单调的子区间

aI
ij(i = 1,2,⋯,n ; j = 1,2,⋯,k) ，进而对端点值求解可以

获得准确的区间函数解区间。对于复杂结构系统，

目标函数的单调性区间难以获取，无法对区间参数

进行单调性子区间分解。但可根据计算精度要求，

进行等距子区间分解，将区间变量分解为等长的 k

个子区间 aI
ij(i = 1,2,⋯,n ; j = 1,2,⋯,k) 。从而对分解

后的子区间端点值进行组合遍历求解，得到一组函

数值，该组函数值的最大最小值即为区间函数的解

区间上限和下限。

2.4 带冠涡轮叶片动力特性求解流程

在带冠涡轮叶片动力特性分析中，固有频率与

振动响应对于非确定性参数的函数关系复杂，为了

满足计算精度要求，采用子区间组合法求解式（11）
和式（15），整体流程如图 1所示。

Fig. 1 Solving process for uncertain vibration

characteristics
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步骤 1：通过结构响应的分散度与敏感度计算，

确定叶片动力特性非确定性分析的 m 个关键影响参

数 aI
i(i = 1,2,⋯,m) ，以及非确定性参数的变化范围。

非确定区间参数的分散度（DIV）定义为

DIV = 2Δa
ae × 100% （22）

式中 Δa 为非确定性参数的区间半径，ae 为设计

状态值。

对于第 n 阶结构响应对第 m 个非确定性参数的

无量纲敏感度（SEN）定义为

SENn,m ≈ |

|
||

|

|
||
Δyn(ae

1,ae
2,⋯ae

m)/y e
n

Δam /ae
m

（23）
式中 ae

1,ae
2,⋯ae

m 为各非确定性变量的设计值，yn

为结构的第 n 阶响应。

步骤 2：利用有限元数值软件 ANSYS分析目标函

数（固有频率和振动响应）对非确定性参数 aI
i 的单调

性，对于不满足单调性的区间变量 [-a,ā] 进行 ki 等

分，得到 ki 个等距子区间。

步骤 3：对所有非确定性变量的子区间端点值进

行遍历组合求解，迭代求解次数为 r =∏
i = 1

m (ki + 1)（满

足单调性的区间参数 ki = 1），得到一组目标函数值

yi (i = 1,2,⋯,r) 。
固有频率的求解直接在 ANSYS 中采用模态分

析；振动应力的求解采用谐响应分析方法，为了避免

大范围扫频，减小计算量，在各阶固有频率 fj 的邻域

U( fj,δ) 内进行小范围扫频，得到各阶最大 Von-Mises
等效应力（σij）。步骤 3的求解流程如图 2所示。

步骤 4：记

Θ =
ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï

t|t = |

|
|
|

|

|
|
|

y(-aI
ij
) - y(āI

ij)
0.5[y(-aI

ij
) + y(āI

ij)]
i = 1,2,…,m ; j = 1,2,…,k

（24）

当

maxΘ < ε （25）
时，跳转至步骤 5；否则增大 ki ，重复第步骤 2 和步

骤 3。
步骤 5：通过求取目标函数的最值得到目标函数

的解区间

y I =[-y,ȳ] =(y I
i ),yi ∈[-yi

, ȳi ]，(i = 1,2,⋯,r) （26）
式中 -yi

=min(yi ) ，ȳi =max(yi ) ，(i = 1,2,⋯,r) 。
前述步骤 4中的判别条件 ε 表示某一子区间上

函数值的偏差率，在本文的研究中给定为 ε = 1% 。

Fig. 2 Solving process for vibratory stress

3 带冠涡轮叶片振动特性区间分析

本文以叶盘结构系统为研究对象，考虑叶冠、榫

头处接触参数的非确定性特征，并将接触参数等效

处理为叶片动力学计算的边界条件，建立叶片振动

特性非确定性分析的参数化模型，利用区间方法分

析叶片的固有特性以及响应特性，并利用蒙特卡罗

法验证子区间组合法求解的正确性。

3.1 计算模型

针对某带冠涡轮叶片采用结构化网格建立有限

元模型，单个叶片自由度数目为 136698。叶片随机

变量主要包括工况、材料、接触状态、结构尺寸等，其

中温度、转速、材料特性等可在 ANSYS中直接进行相

应的参数设置，结构尺寸的参数化可通过节点位置

变量实现，而叶冠与榫头处的接触状态变化较为复

杂，采用图 3所示的力学等效方法进行参数化建模。

叶冠与榫头处的接触作用均采用接触刚度与等效阻

尼进行模拟。叶冠约束通过在叶冠的两个接触面处

分别施加法向和切向线弹簧，用于模拟叶冠接触作

用带来的附加约束刚度；榫头处的约束非确定性主

要是角向刚度的非确定性，采用周向弹簧 1，2用于模

拟接触变化对等效角刚度的影响，采用径向弹簧用

于模拟接触变化对等效径向刚度的影响。

3.2 单调性与敏感度分析

首先通过对非确定性参数进行较为密集的等距

取样（每个非确定性参数的样本数超过 50）进行分析

其振动特性，研究各非确定性参数对叶片振动特性

的影响趋势，并采用分散度与敏感度对影响程度进

行定量评估。叶片的前五阶振型分别为周向一阶弯

曲、轴向一阶弯曲、二阶弯曲、一阶扭转和复合振型。
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（1）温度分布影响

为了简化计算，给定叶片各点温度为平均温度，

并采用当量温度 k t 进行无量纲化

k t = t/td （27）
式中 td 为设计点平均温度 989℃。

研究中，k t 变化范围给定为［0.9，1.1］。由各子

区间的计算结果可以判断出第四阶固有频率和各阶

振动应力与自变量温度之间，均不满足单调性关系。

求得叶片动力特性分散度与敏感度如表 1 所

示。可见温度对振动特性的影响较大，固有频率敏

感 度 最 大 值 为 0.488，振 动 应 力 敏 感 度 最 大 值 为

0.762。低阶振型为局部振型，应变能分布较为集中，

而高阶振型主要为整体振型，应变能分布较为均匀，

因此低阶固有频率对弹性模量敏感度较低，而高阶

相对较高。

（a）Blade

（b）Shroud

（c）Firtree root

Fig. 3 Uncertain boundary constraint define for the

shrouded turbine blade

Table 1 Effects of temperature on vibration characteristics

Order
DIV of Freq.
SEN of Freq.
DIV of VS
SEN of VS

1
0.058
0.288
0.066
0.332

2
0.098
0.488
0.146
0.732

3
0.097
0.485
0.030
0.151

4
0.074
0.369
0.152
0.762

5
0.088
0.438
0.113
0.509

Freq.-Frequency，VS-Vibratory Stress.

（2）叶冠接触作用

叶冠接触参数的非确定性由几何参数、装配紧

度、磨损程度等参数综合影响，本文采用装配紧度来

模拟叶冠约束刚度非确定性，在叶片接触面处建立

接触对，通过提取接触面参数得到切向接触刚度［21］，

并基于 Mindlin接触理论计算法向接触刚度［22］。在给

定装配过盈量为［0，0.4］mm时，叶冠的法向接触刚度

的变化区间为［383，889］N/mm，切向接触刚度的变化

区间为［316，735］N/mm。叶片振动特性是叶冠约束

刚度的单调函数。

在考虑叶冠约束刚度时，叶片动力特性分散度

与敏感度如表 2。可见，叶冠接触刚度对低阶模态频

率影响较大，其中第一阶固有频率敏感度为 0.358，而
振动应力的敏感度在第 2～5阶处均较大。叶冠约束

刚度对振动位移较大的低阶固有频率影响较大，而

对振动位移较小高阶振型影响较小，因此低阶固有

频率敏感度大，高阶敏感度小。

Table 2 Effects of shroud stiffness on vibration

characteristics

Order
DIV of Freq.
SEN of Freq.
DIV of VS
SEN of VS

1
0.207
0.358
0.146
0.185

2
0.127
0.220
0.760
0.964

3
0.057
0.098
1.302
1.651

4
0.058
0.100
0.829
1.051

5
0.015
0.025
2.437
3.090

（3）榫头约束作用

考虑榫头接触影响，采用静力学方法求得在不

同转速时对应的角刚度与径向刚度，确定周向弹簧

的刚度变化区间为［2500，10000］N/mm。计算结果表

明，叶片振动特性与榫头角刚度满足单调性函数关系。

在考虑榫头约束刚度非确定性时，叶片动力特

性分散度与敏感度如表 3所示。可见，叶片振动应力

对角刚度变化较为敏感，其中第一阶为 0.254，第五阶

为 0.396。榫头角刚度约束主要影响周向振型，因此对

第一阶和具有周向成分的第五阶振动应力影响较大。

Table 3 Effects of firtree root angular stiffness on vibration

characteristics

Order
DIV of Freq.
SEN of Freq.
DIV of VS
SEN of VS

1
0.075
0.100
0.191
0.254

2
0.007
0.010
0.025
0.034

3
0.045
0.060
0.072
0.096

4
0.001
0.001
0.072
0.096

5
0.024
0.032
0.297
0.396

3.3 带冠涡轮叶片固有特性区间分析

由 3.2节可知，固有频率与温度不具有单调性关

系，因此采用前述等距子区间分解的组合法分析温
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度单参数对各阶固有频率的影响，得到叶片各阶固

有频率子区间组合法的解区间，并与按 95%置信度

得到的蒙特卡洛法解的分布区间对比如表 4所示。

Table 4 Effects of temperature uncertainty on natural

frequency（Hz）

Order

1
2
3
4
5

Nominal
frequency

f c
i

727.2
1098
1529
2227
2691

Monte Carlo
method

f̄ m
i

732.0
1114
1564
2267
2773

722.3
1081
1493
2186
2608

Sub-interval
combination
f̄ s
i

733.3
1114
1574
2275
2782

719.1
1068
1471
2126
2549

Note: Nominal frequency is obtained while the temperature
is the value for the cruise status.

由表 4可知，各阶固有频率的子区间组合法的解

包含了蒙特卡洛法的解；图 4为两种方法计算结果的

对比，图中频率偏差（Freq. Deviation）为解区间端点

与标称频率（Nominal Freq.）的偏差百分比。

Fig. 4 Effects of temperature uncertainty on natural

frequencies

应用子区间组合法分别对温度、叶冠约束刚度、

榫头角刚度单参数以及多参数非确定性对固有频率

影响进行分析，得到叶片前三阶固有频率子区间组

合法的解与按 95%置信度得到的蒙特卡洛法的解区

间比较如图 5 所示。表 5 给出了两种求解方法的

CPU耗时对比。

Table 5 CPU times comparison between Monte Carlo

method and sub-interval combination method（h）

Method
Monte Carlo
Sub-interval
combination

Temperature
influence

14
0.15

Multi-parameters
influence

70
0.62

可以看出：（1）子区间组合用于叶片固有频率求

解时，其解区间包含蒙特卡洛法的结果，计算结果偏

保守。分析单参数影响时，子区间组合法的解与蒙

特卡洛法的解区间相差较小，而多变量影响时，区间

结 果 的 相 差 略 大 。 这 是 由 于 区 间 方 法 旨 在 获 得

100%可靠的结果，而本文中蒙特卡洛的抽样分布是

建立在 95%置信度的基础上的，随着蒙特卡洛法抽

样数的增大和置信度值的提高，蒙特卡洛结果将进

一步趋近于本文结果。（2）采用子区间组合法分析温

度单参数影响时，计算耗时仅为蒙特卡洛法的 1.1%，

分析多参数影响时，计算耗时为蒙特卡洛法的 8.8%，

说明子区间组合法用于带冠涡轮叶片固有频率求解

能够大幅提高计算效率。（3）由于前三阶振型为整体

振型，叶冠接触刚度对前三阶固有频率的影响较大，

其次是温度和榫头角向刚度。

（a）First order

（b）Second order

（c）Third order

A-temperature，B-stiffness of shrouds，C-angular stiffness of the

firtree root，D-multi parameters

Fig. 5 Effects of uncertain parameters on natural

frequencies
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3.4 带冠涡轮叶片振动应力区间分析

由 3.2可知，叶片振动应力与温度不满足单调性

关系，而与叶冠约束刚度和榫头约束角刚度满足单

调性关系。因此首先研究温度单参数对振动应力的

影响，响应计算中结构阻尼比给定为 0.03。其中蒙特

卡洛法的抽样次数为 1000次，得到两种非确定性方

法的解区间如表 6所示。

Table 6 Effects of temperature uncertainty on vibration

stress（MPa）

Order

1
2
3
4
5

Nominal
VS
σc

i

102.6
19.71
46.48
7.47
11.20

Monte Carlo
method

σ̄m
i

105.8
20.54
48.65
7.65
11.39

96.16
18.89
44.29
6.23
11.18

Sub-interval
combination
σ̄s

i

106.8
21.05
49.47
7.69
11.50

89.14
18.64
43.18
5.59
11.18

由表 6可以看出，求解温度单参数对振动应力影

响时，子区间组合法的解也包含蒙特卡洛法的解；图

6所示为各阶振动应力解区间端点与标称应力的偏

差百分比。

Fig. 6 Effects of temperature uncertainty on vibratory

stress

分别采用两种非确定性方法分析温度、叶冠约

束刚度、榫头角刚度单参数以及多参数非确定性对

各阶振动应力的影响。多参数分析时蒙特卡洛法的

抽样次数为 2500次，得到两种非确定性方法的前三

阶振动应力结果如图 7所示。

Table 7 CPU times comparison between Monte Carlo

method and sub-interval combination method（h）

Method
Monte Carlo
Sub-interval
combination

Temperature
influence

84
0.92

Multi-parameters
influence

210
3.5

（a）First order

（b）Second order

（c）Third order

A-temperature，B-stiffness of shrouds，C-angular stiffness of the

firtree root，D-multi parameters

Fig. 7 Effects of uncertain parameters on vibratory stress

可以看出：（1）子区间组合法在分析叶片振动应

力时较为保守，特别是在进行多变量分析时，由于

1.5～2倍的区间扩张使得解区间的范围较大，在实际

航空燃气轮机振动特性分析中，参数非确定性较小，

保守估计能够提高设计可靠性。（2）振动应力分析的

计算量较大，子区间组合法在进行单参数以及多参

数振动应力非确定性分析中计算代价远小于蒙特卡

洛法。（3）不同非确定性参数对各阶振动应力的影响

不一致，多参数非确定性对振动应力的影响大于单

个非确定性参数的影响。

4 结 论

（1）将区间组合法与有限元法相结合，发展了适

用于复杂结构的区间振动特性求解方法，并建立了
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基于商用有限元软件的区间振动特性求解流程。

（2）与蒙特卡洛法求解结果的对比分析表明，本

文方法可使计算效率提高 10倍以上，相对误差不大

于 50%，获得的振动特性区间结果偏保守。

（3）对于具有高可靠性要求且非确定性较小的

航空燃气轮机振动特性非确定性分析，本文方法避

免了概率设计方法的概率假设与可靠性不足，能够

获取 100%可靠的解，且非确定性较小时保守分析能

够满足工程需要，具有较好的工程应用前景。

（4）工况温度、叶冠接触状态和榫头约束角刚度

是影响带冠涡轮叶片振动特性的敏感参数，并且这

些参数对叶片振动特性的影响趋势非单调。采用本

文方法计算表明，叶冠附加约束刚度的非确定性对

叶片动力特性的区间分布特征影响最大，在工程设

计中应重点通过相关结构参数的设计，降低其振动

特性的分散度。

本文采用区间参数模型进行分析带有接触非线

性的问题，在模型简化中存在一定的误差，在后续研

究中将进一步开展关于带冠涡轮叶片振动应力的实

验验证工作。
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