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基于应力球张量法的不同模量陶瓷梁有限元分析 *
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摘 要：针对具有拉压弹性模量不等特性的材料，由于其不能沿用经典弹性理论进行应力和变形分

析，为解决其结构计算问题，提出通过判断应力球张量的正负来确定拉压弹性模量的新思想，并在AN⁃
SYS的基础上，开发了拉压模量不等材料的分析计算模块。以纯弯曲两端简支的陶瓷梁为例，建立其有

限元模型，利用所开发模块对纯弯曲的陶瓷梁进行结构分析，通过对比所得的有限元解与其解析解的计

算结果，确定误差范围，正应力的误差不超过2.1%，挠度的误差不超过3%，得出本文提出方法的可行

性。通过对比按照单、双模量计算所得最大拉压应力有限元解之间的误差，发现随着拉压弹性模量比的

减小，误差值随之增大，超过工程允许范围，得出不同模量理论应用于实际的重要性。
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Abstract：For the materials with different modulus of elasticity in tension and compression which can not
follow the classical theory of elasticity for stress and deformation analysis，to solve the problem of the structure
calculation，the idea by judging the sign of the stress balls tensor to determine the modulus of elasticity in ten⁃
sion or compression was proposed. Based on ANSYS，analysis and calculation modules of the materials with dif⁃
ferent modulus in tension and compression were developed. Taking the simply supported ceramic beam of pure
bending as an example， the finite element model was established. The structural analysis of the ceramic beam
was completed by using the developed module. By comparing the results of the finite element （FE） solutions
and analytical solutions，the error range could be found. Error of stress was not more than 2.1% and the deflec⁃
tion error did not exceed 3%. Feasibility of the proposed method is proved. By comparing the errors of FE solu⁃
tions of the maximum tensile （compressive） stress between bimodulus and the same modulus， it could be
found that the error value increased as the ratio of elastic modulus in tension and compression reducing. Error ex⁃
ceeds the allowable range of engineering，so the application of different moduli theory is important.
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1 引 言

陶瓷材料常用于航空高温部件［1～3］，高超声速飞

行器最高温度区主要集中在头锥、翼缘等位置，有良

好高温力学性能的超高温陶瓷材料正是其候选材料

之一。风洞地面模拟实验是材料考核最常用的方法

之一，但费用高、能耗大，使结构优化存在一定困

难。在已有实验研究的基础上，建立合理的数学模

型并利用数值计算方法对超高温陶瓷材料前缘构件

的气动加热过程及热应力分布进行数值模拟，对高

超声速飞行器用超高温陶瓷材料前缘构件的研究具

有十分重要的指导意义。而陶瓷材料的显著特点是

拉压弹性模量完全不同，在进行结构分析的过程中

已引起显著关注。如沿用经典弹性理论来分析其应

力及变形则会引起很大的误差，有时甚至无法满足

工程需要。因此提出用不同模量的理论对陶瓷材料

制成的构件或结构进行分析计算显得尤为重要。

拉、压不同模量问题的研究始于 20 世纪 40 年

代，著名力学家 Timoshenko［4］首先提出了双模量的概

念，20 世纪 80 年代前苏联学者 Ambartsumyan［5］建立

拉压不同模量材料的本构关系，将这个概念应用到

弹性理论中。国内学者也进行了大量的相关研究，

提出了部分简单问题的解析解，叶志明等［6］ 针对拉

压不同模量的材料在各类工程中广泛应用的特点推

导出不同模量悬臂梁的解析解。吴晓等［7］采用材料

力学的基本理论，推导出了曲梁相应的纯弯曲正应

力及径向应力计算公式；吴晓等［8］等利用 Kantorovich
法研究了分布载荷作用下双模量悬臂梁的平面应力

问题，推导出了悬臂梁的应力公式。孔娟等［9］对具有

不同拉压模量的厚壁球壳，采用双剪统一强度理论

推导了其扩张问题的应力及位移的统一解。分析了

不同模量、不同模型控制参数对厚壁球壳扩张时的

扩张压力和应力场的影响。申家辉［10］对拉压不同模

量横力弯曲梁提出计算假定，推导单元中和轴公式

并构造了算法 ; 通过实例计算对比分析不同模量与

经典力学相同模量两种方法计算结果的差异，提出

对该类结构计算的合理建议以及利用不同模量对结

构进行优化的结论。何晓婷等［11］推导了考虑自重且

顶部有水平推力的不同模量弯压柱近似弹性力学解

答。而对于复杂问题，解析解不易求得，于是出现了

多种数值计算方法。张洪武等［12］基于参变量变分原

理，结合有限元方法，将拉压不同模量平面问题转化

为互补问题求解。张国庆等［13］采用 Kriging 代理模型

数值求解拉压不同模量平面问题。杨海天等［14］利用

光滑函数技术，与有限元方法相结合，建立了拉压不

同模量一维连续体与桁架结构的数值求解模型。姚

文娟等［15］用不同模量弹性理论建立了不同模量的物

理方程，编制相应的有限元程序，并对弯压柱进行了

实例计算。王蔚佳等［16］基于双模量有限元数值迭代

技术，计算了不同拉压模量比值情形下的从浅梁到

深梁的弯曲问题。叶志明等［17］等对有限元模型进行

改进和探讨。

综上所述，现有研究为双模量的计算问题做出

了很大的贡献。但是，现存方法的计算过程相对复

杂，计算量比较大，而且现有的软件也不能够定义双

模量，解决其计算问题。本文采取不同的视角，提出

一种不同于以往的新方法，即通过判断应力球张量

的正负来确定拉压弹性模量，从而进行结构的分析

计算，并以 ANSYS为基础，开发了拉压模量不等材料

的分析计算模块。以纯弯曲的两端简支的陶瓷梁为

例，对比其解析解与有限元解的计算结果，分析误

差，充分证明了本文提出方法对于陶瓷材料的可行

性，以及所开发模块计算能力的准确性和双模量计

算应用于航天工程中的重要性。

2 概念及计算方法

2.1 基本概念

不同模量弹性理论与经典弹性理论之间的区别

在于应力与应变关系的本构方程，在绝对值相同的

拉应力或压应力作用下，材料会发生绝对值不同的

拉应变或压应变，材料在轴向应力作用下，应力、应

变关系是非线性的（双线性），即材料具有不同的拉

伸模量 Et及压缩模量 Ec（如图 1）。

（a）Et > Ec

（b）Et < Ec

Fig. 1 Nonlinear（Bilinear）model
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2.2 纯弯曲解析解公式

对于经典弹性理论来说，拉压模量是相同的，可

以用经典力学公式求出其解析解，然而对于具有拉

压不同模量的梁弯曲来说，经典中性轴理论已不能

适用 .于是陈彤［18］提出了不同模量纯弯曲的解析解。

拉压弹性模量分别用 Et和 Ec来表示，设沿矩形截面

高度 h 方向作用弯矩 M，截面受拉区的高度为 ht，

受压区的高度为 hc，截面宽度为 b，梁长为 l，泊松比

为γ，取中性轴的中点为坐标原点，建立如图 2所示的

坐标系

Fig. 2 Pure bending beam schematic

推导过程这里不再详述，得到不同模量简支梁

纯弯曲的解析公式

σx = - E
Er

M
I
y （1）

w = M2Er I
[x2 - l24 + γ(y2 - h2

t )] （2）
式中 σx 是沿 x方向的正应力；w是沿 y轴方向的

挠度

Er = 4E tEc

( E t + Ec )2 =(
2 E tEc

E t + Ec )2 （3）
为折合弹性模量

E =E(σ) ={E t σ > 0
Ec σ < 0 （4）

为拉压不同模量

I = 112 bh3 （5）
为截面惯性矩

h t = Ec

Ec + E t （6）
为受拉区的高度。

2.3 有限元计算方法的提出

对于受力构件来说，每一点的应力状态都可以

用一个二阶对阵张量来表示，根据张量的性质，又可

以将应力张量分解成两个张量之和。

σij =σ′
ij + δijσm （7）

式中 σ′
ij 称为应力偏张量，应力偏张量只使物体

产生形状变化，材料的塑性变形就是由其引起的；

δijσm 称为应力球张量，其任何方向都是主方向，球应

力状态的特点是在任何切平面上都没有切应力，所

以不能使物体产生形状变化，而只能产生体积变

化。且主应力均为平均应力：

σm = 13( )σ1 +σ2 +σ3 = 13J1 （8）
而 J1 是应力张量的第一不变量，所以，σm 是不

变量，与所取的坐标无关，对于一个确定的应力状

态，它是单值的。根据应力球张量的特点，定义拉压

弹性模量，若

σm =σ1 +σ2 +σ3 ≥ 0 （9）
体积增大，发生拉伸变形，定义该点为拉伸弹性

模量 Et；若

σm =σ1 +σ2 +σ3 < 0 （10）
体积减小，发生压缩变形，定义该点为压缩弹性

模量 Ec。当梁上所有点的拉压弹性模量定义完成，

整根梁的拉压弹性模量完成定义。

3 有限元编程

3.1 计算迭代步骤

（1）建立两端简支的陶瓷梁模型。

（2）假定梁为拉伸弹性模量进行计算。

（3）对应每个单元计算主应力，求出第一不变

量；若第一不变量 J1 ≥ 0，进行下一步计算；若第一不

变量 J1 <0，定义压缩弹性模量，进行计算。

（4）重复步骤（3），直到满足停机条件。

（5）输出最终计算结果以及材料号。

（6）结束。

停机条件，循环第 k 次的各单元所对应的应力

（或挠度）达到满意的收敛效果，即 ||σk + 1 -σk < 0.5
（或 ||wk + 1 -wk < 0.5）。

3.2 流程图

流程图见图 3。
4 简支梁结构分析

以一两端简支的陶瓷梁模型为例，如图 4所示，

梁长 L=2m，高度 h=0.2m，宽度 b=0.1m，在梁的左右两

端分别施加大小相等，方向相反的外力偶矩M=4.90×
104N·m，压缩模量取 Ec=2.55×1010Pa，泊松比γ=0.167，
拉伸模量 Et取 0.25Ec～Ec，拉压模量比ω=Et/Ec的变化

范围从 1/4/到 1。
4.1 计算不同模量纯弯曲梁的解析解与有限元解

根据公式（1）和公式（2），可以计算得到拉压模

量比ω=Et/Ec=1，1/2，1/2.5，1/3，1/3.5，1/4 时，x方向正

应力σx和挠度 w的解析解。应用本文方法，建立两端
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简支的陶瓷梁有限元模型，通过所开发模块进行计

算，可以得到拉压模量比ω=Et/Ec= 1，1/2，1/2.5，1/3，1/
3.5，1/4 时，x方向正应力σx和挠度 w 的有限元解；在

相同坐标系下，输出 x方向正应力σx，由于梁受力对

称，挠度也是对称的，输出梁中至梁端处中性层处的

挠度 w。

Fig. 3 Flow chart

Fig. 4 Simply supported ceramic beam

4.2 不同模量纯弯曲陶瓷梁的解析解与有限元解对

比分析

在相同坐标系下，根据计算所得的纯弯曲简支

梁解析解和有限元解的数据，分别绘制 Et/Ec=1/1，1/
2，1/2.5，1/3，1/3.5，1/4 时在 0≤y≤0.2 区间上 x方向的

正应力解析解和有限元解的分布图，如图 5所示。从

图中可以直观的看到，正应力的有限元解和解析解

在 0≤y≤0.2的整个区间上数值非常接近，两条曲线基

本是重合的。

在相同坐标系下，根据计算所得的纯弯曲简支

梁解析解和有限元解的数据，分别绘制 Et/Ec=1/1，1/
2，1/2.5，1/3，1/3.5，1/4时在 0≤x≤1区间上挠度的解析

解和有限元解分布图，如图 6中所示。从图中可以直

观的看到，挠度的有限元解和解析解在 0≤x≤1 的整

个区间上数值非常接近，在梁中处（x=0）出现的误差

较大，向梁端逐渐减小，从整体上来看，两条曲线基

本吻合。

通过对图 5 和图 6 直观的观察，可以看出，发生

纯弯曲的简支陶瓷梁，其 x方向正应力和挠度的有限

（a）Et/Ec=1/1 （b）Et/Ec=1/2

（c）Et/Ec=1/2.5 （d）Et/Ec=1/3
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（e）Et/Ec=1/3.5 （f）Et/Ec=1/4

Fig. 5 Comparison between analytical and FE solutions of x direction normal stress with Et/Ec varying

Fig. 6 Comparison between analytical and FE solutions of deflection with Et/Ec varying

（a）Et/Ec=1/1 （b）Et/Ec=1/2

（c）Et/Ec=1/2.5 （d）Et/Ec=1/3

（e）Et/Ec=1/3.5 （f）Et/Ec=1/4
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元解以及解析解从整体上来看，曲线趋势一致，吻合

的非常好。但是存在一定的误差，为验证有限元解

的准确性，需要进一步确定误差范围。

5 误差分析

5.1 有限元解与解析解的误差

为了更加直观的观察误差的值，确认误差范围，

绘制 x方向正应力的解析解与有限元解的误差在 0≤
y≤0.2区间上随 Et/Ec的变化图，如图 7所示。绘制挠

度的解析解与有限元解的误差在 0≤x≤1区间上随 Et/
Ec的变化图，如图 8所示。

由图 7，可以看出，x方向正应力的有限元解与解

析解之间的误差大部分接近于零，只在中性层附近

误差增大，但不超过 2.1%，在以往所查文献中，很难

找到误差接近于零的情况，可见 x方向正应力的限元

解与解析解结果的一致性非常好，由图 8可以看出，

挠度的有限元解与解析解的误差也不超过 3%。由

于在求解应力时，细化了网格，所以应力误差远远小

于挠度误差。

Fig. 7 Error of normal stress in x direction with Et/Ec

varying

Fig. 8 Error of deflection with Et/Ec varying

5.2 单、双模量最大拉压应力有限元解之间的误差

将拉压模量比ω=Et/Ec=1/2，1/2.5，1/3，1/3.5，1/4
时的最大拉压应力与拉压模量比ω=Et/Ec=1时的最大

拉压应力进行对比，求出误差，对应写入表 1中。其

中，σtmax表示最大拉应力，σcmax表示最大压应力。由表

1中的数据可以看出，最大拉压应力按照双模量理论

计算所得结果与按照单模量理论计算所得结果之间

的 误 差 非 常 大 ，拉 应 力 的 误 差 范 围 达 到 14.7% ~
25.0%，压应力的误差范围达到 20.7%~50.0%，完全

超出了工程上允许的误差范围，无法准确的进行强

度校核。而且，随着拉压模量比的减小，误差也随之

增大。

Table 1 Error of FE solutions of the maximum tensile

（compressive）stress between bimodulus and the same

modulus (%)

Et/Ec

σtmax

σcmax

1/2
14.7
20.7

1/2.5
18.4
29.1

1/3
21.1
36.6

1/3.5
23.3
43.5

1/4
25.0
50.0

6 结 论

（1）通过判断应力球张量正负来确定拉压弹性

模量的方法是可行的，不但适用于拉压模量相等的

材料（Et/Ec=1/1），同时适用于拉压模量不等的陶瓷材

料。以 ANSYS为基础所开发的拉压模量不等材料的

分析计算模块的计算误差：正应力不超过 2.1%，挠度

不超过 3%，可以在一定程度上弥补现有软件无法定

义双模量的缺陷。

（2）对于陶瓷材料来说，按照单模量计算出的应

力值与按照双模量计算所得值之间的误差非常大。

而且随着拉压弹性模量比的减小，误差随之增大。

所以，只有定义双模量，才能准确地对陶瓷结构进行

计算分析。

本文只对比了有限元解与解析解之间的误差，

后续工作会进行进一步的试验研究，与试验结果进

行对比，完善结果分析。通过进一步的研究，如果可

以应用于航天结构中大型复杂的陶瓷结构，这对于

陶瓷结构优化具有十分重要的实际意义。
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