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高温环境下板壳结构局部屈曲理论研究 *
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摘 要：传统高温板壳结构的热屈曲分析方法，在解决热-机械载荷耦合作用下复杂板壳结构的屈

曲问题时存在较大的局限性，合理的局部热屈曲理论分析方法有助于提高板壳热结构设计水平。因此，

根据高温板壳的结构特征和力学特征，在“机械载荷等效成局部边界压应力效应”假设前提下，提出了

四种典型的应力等效的局部热屈曲模型，基于初始后屈曲渐近分析理论，建立了一套有效的局部热屈曲

理论分析方法。采用上述方法，研究了完善和具有初始缺陷板壳的弹性热后屈曲性态，具体分析了带预

载的四边简支模型，带预载的四边固支模型，带预载的三边简支、一边自由模型以及带预载的三边固

支、一边自由模型，给出了板壳长度尺寸、厚度等参数对热屈曲载荷的影响规律，并将其推广到高阶热

屈曲问题中。分析结果表明：板体现为分叉式屈曲，壳体现为跳跃式屈曲；在长宽比一定的情况下，长

度越长，屈曲临界载荷越小，厚度越厚，屈曲临界载荷越高。
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Abstract：The traditional methods for analyzing the thermal buckling have the restrictions on dealing with
the buckling of the complex plate-shell structures under the coupling of the thermal and mechanical loadings.
The rational methods for analyzing the thermal buckling are conducive to improving the plate-shell design level.
In the light of the above understanding，according to the structural and mechanical characteristics of high temper⁃
ature plate-shell，under the hypothesis of the effects of the mechanical loadings equivalent to the local boundary
stress，four kinds of local thermal buckling theoretical models were firstly proposed. The post-buckling behavior
of the complete plate-shell and the one with initial defects were studied based on initial post-buckling asymptotic
analysis theory. Pre-loaded four edge simple-supported model，pre-loaded four edges clamped model，pre-
loaded three edges simple-supported one edge free model，pre-loaded three edges clamped one edge free model
were studied in detail. The effects of structural geometry parameters （the length，thickness，etc.） on the post-
buckling behavior of plate-shell structures were investigated and were extended to the solution of the high order
thermal buckling problem. The results have shown that the buckling type of plate structure is bifurcation，and
the shell structure’s is jumping. And under the constant length-width ratio，the critical load of buckling follows
the rules that it decreases as the length increases while it increases as the thickness increases.
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1 引 言

随着航空、航天科技的发展，在航空发动机和航

天飞行器结构设计中，为了减轻重量，需要采用重量

轻、承载能力大的板壳结构，如航空发动机中的燃烧

室机匣、涡轮机匣，航天飞行器中的舱体、进气道、空

气导管等，都是由板壳或它们的组合件构成。

板壳结构虽具有诸多优点，但却易引起振动、屈

曲失稳及疲劳裂纹问题。特别是处在机械 /热载荷环

境下的高温板壳结构，随着结构尺寸增大、温度载荷

的增大，只对其进行静力分析已不能满足工程设计

的需求，而应从板壳的动力设计和寿命的角度给予

综合的考虑［1］。

发动机的外场使用实践证明［2］，高温板壳部件由

于大的温度梯度作用所导致的局部热屈曲变形已成

为其主要失效模式之一。同时，由于航空、航天飞行

器中高温板壳结构本身及所承受载荷的复杂性，将

使得其局部热屈曲分析过程更加复杂和困难。因

此，在工程上要掌握板壳结构热屈曲的设计技术，有

必要开展热屈曲失稳机理的研究，建立符合结构特

征和力学过程的热屈曲理论模型，这对完善发动机

的设计体系必将起到关键作用。

热屈曲理论模型研究工作多集中在板壳结构和

复合板壳结构，其温度场和边界条件均比较简单，相

应地研究方法也多集中于 Galerkin 方法、Rayleigh-
Ritz 法和摄动法［3～8］，其中，文献［3］采用 Galerkin 方

法研究了简支板的热屈曲问题，文献［4］采用 Ray⁃
leigh-Ritz法研究了温度场空间分布对板热屈曲载荷

的影响，文献［6］采用摄动法研究了湿热环境对层合

柱壳屈曲和后屈曲行为的影响。对于复杂高温板壳

结构的热屈曲理论研究鲜少报道，文献［9］采用初始

后屈曲渐近分析理论研究了钢衬壳弹塑性范围内的

热屈曲问题，文献［10］研究了复杂机翼蒙皮结构声

疲劳问题，分析了热屈曲对声疲劳寿命的影响规律。

基于以上认识，根据航空、航天飞行器中高温板

壳结构的结构特点，以及可能出现热屈曲部位的约

束条件和载荷环境，结合其结构特征和力学特征，在

“机械载荷等效成局部边界压应力效应”假设前提

下，提出了四种典型的应力等效的局部热屈曲模型；

依据推广的弹性板壳大挠度广义变分原和 Koiter初
始后屈曲渐近分析理论［9，11］，建立了四种板壳模型的

热屈曲问题的控制方程、边界条件及补充条件；结合

复杂高温板壳结构可能出现的屈曲位移形状，假设

了四种典型热屈曲模型的屈曲模态，其中带预载的

四边简支模型、带预载的四边固支模型与文献［12］
所取相同；研究了完善板壳和有初始缺陷板壳结构

的热屈曲和热后屈曲性态，以及几何参数等对热后

屈曲性态的影响。结合开展的高温板壳结构热屈曲

试验，对比分析了试验与理论分析结果，验证了理论

模型的正确性。

2 热屈曲理论分析

高温板壳结构的局部热屈曲模型，要能够准确

地描述复杂板壳结构屈曲的力学特征，同时可以模

拟复杂板壳结构屈曲的特点，如板壳屈曲的局部性，

屈曲前环向（横向）和轴向（纵向）的约束作用，加强

筋的刚度、外压等机械载荷在屈曲过程中的约束作

用等等。

2.1 模型描述及提出

（1）基本假设

在实际工程中，局部屈曲部位与其周围板壳的

连接形式，有的是与刚性较大的加强筋相连，有的则

是与刚性较弱的板壳连接。热屈曲过程中，局部板、

壳及加强筋均受有力的作用，同时相互关联，考虑到

在初始屈曲阶段及弹性变形范围，加强筋等刚度较

大结构的变形极小，可以认为加强筋或者局部热屈

曲的边界是刚性的，即在加强筋的位移挠度W ，面内

位移 Un ，Us 为零，即

W =Un =Us = 0 （1）
考虑到机械载荷的影响，通常载荷并不是作用

于局部热屈曲部位，并且不均匀，例如冲压发动机燃

烧室的机械载荷作用在舵机附近，而实际可能发生

热屈曲的部位又出现在壳体上，为了考虑这部分机

械载荷对局部热屈曲的影响，提出一个假设“机械载

荷等效成局部边界压应力效应”，即将其它所有非热

载荷对局部热屈曲的影响都转化成局部热屈曲边界

上的压应力，这样就可以将其作为热屈曲分析的力

边界条件进行处理。

工程实践证明，航空、航天飞行器中高温板壳结

构屈曲一般均为局部屈曲。考虑其结构特征和力学

特征，提出四种具有代表性的应力等效的局部热屈

曲模型：带预载的四边简支板壳模型，带预载的四边

固支板壳模型，带预载的三边简支、一边自由板壳模

型以及带预载的三边固支、一边自由板壳模型。
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（2）模型描述

模型一：带预载的四边简支模型

在实际工程中，出现航空、航天飞行器中高温板

壳结构（火焰筒、进气道、舱体）的局部热屈曲问题

中，发生局部热屈曲部位板壳通常由于局部大的温

度梯度引起的，周围板壳对屈曲部位约束较弱，可忽

略其角刚度的影响。如图 1（a）所示，这一模型可视

为以相邻四个固定边界处而取出的一块板壳模型。

另外，在实际工程的高温板壳结构屈曲中，发生过板

壳间距内接近四边简支板壳模型的屈曲波形；考虑

到机械载荷会对局部部位产生压应力的作用，根据

上文所诉假设将其等效成局部屈曲部位边界压应力

的影响，鉴于以上情况提出一种带预载的四边简支

板壳模型，其相应的力学模型，如图 1（b）所示，图中

σxx ，σyy 为基本假设中所提到的，即其它机械载荷所

引起的等效局部边界压应力。

（a）Pre-loaded four edges simple-supported structure

（b）Mechanical model in local area

Fig. 1 Pre-loaded four edges simple-supported model

模型二：带预载的四边固支模型

在实际工程中，出现航空、航天飞行器中高温板

壳结构（火焰筒、进气道、舱体）的局部热屈曲问题

中，发生局部热屈曲部位板壳通常周围有加强筋等

结构的作用，加强筋等结构相对薄壁板壳结构刚度

较大，可以近似等效成刚性连接，如图 2 所示，这一

模型可视为以相邻四个加强筋为固定边界处而取

出的一块板壳模型。在实际工程的高温板壳结构

的屈曲中，发现加强筋间距内的屈曲波形接近四边

固支板壳模型的屈曲波形；考虑局部屈曲部位边界

压应力的影响；鉴于以上情况提出一种带预载的四

边固支板壳模型，同样其相应的力学模型，如图 1
（b）所示。

Fig. 2 Pre-loaded four edges clamped model

模型三：带预载的三边简支、一边自由模型

与模型一描述类似，如图 3所示，发生局部屈曲

部位为一边自由的结构形式，例如尾喷管位置等，

这一模型可视为以相邻三个固定边界处而取出的

一块板壳模型，周围壳体对屈曲部位约束较弱，可

忽略其三个固定边界的角刚度影响。考虑局部屈

曲部位边界压应力的影响，提出一种带预载的三边

简支、一边自由的板壳模型，同样其力学模型，如图

1（b）所示。

Fig. 3 Pre-loaded three edges simple-supported one edge

free model

模型四：带预载的三边固支、一边自由模型

与模型二描述类似，发生局部热屈曲部位板壳

通常周围有加强筋等结构的作用，如图 4所示，屈曲

Fig. 4 Pre-loaded three edges clamped one edge free model
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部位为一边自由的结构形式，这一模型可视为以相

邻三个固定边界处而取出的一块板壳模型，加强筋

对局部部位的约束可视为刚性约束。考虑局部屈曲

部位边界压应力的影响；提出一种带预载的三边固

支、一边自由板壳模型，同样其力学模型，如图 1（b）
所示。

2.2 控制方程

基于关于弹性板壳大挠度广义变分原理的研究

结论，将温度 T 引入到以 F ，W 为变量的弹性板壳

大挠度广义变分式中，建立四种模型弹性热屈曲问

题的控制方程、边界条件和补充条件。

根据板、壳结构之间的特殊关系，这里认为板为

壳结构的特殊形式、即曲率半径趋于 ∞ 的壳。控制

板壳屈曲的微分方程为［9，11］
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式中 Ks ，εs 为广义位移，n ，s 为边界法向和切

向坐标。
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ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∫0b |

|
|
|

é

ë
êê

ù

û
úú

1
Eh

æ

è
ç

ö

ø
÷∂2F

∂x2 - μ∂2F
∂y2 + 1

R
w - 12

æ
è
ç

ö
ø
÷

∂w∂y
2
- ∂w∂y ∂w̄∂y +αT

x = ( )0,a

= 0

∫0a |

|
|
|

é

ë
êê

ù

û
úú

1
Eh

æ

è
ç

ö

ø
÷∂2F

∂y2 - μ∂2F
∂x2 - 12 æè ö

ø
∂w∂x

2 - ∂w∂x ∂w̄∂x +αT
x = ( )0,b

= 0

（4）
2.3 完善与具有缺陷板壳的后屈曲平衡路径

将完善壳视为具有特殊圆柱形初始缺陷 w̄0 的

板，具有初始缺陷 w̄ 的壳视为具有初始缺陷 ( )w̄0 + w̄
的板，用初始后屈曲理论分析完善和具有初始缺陷

壳的后屈曲平衡路径可简化为分析具有特殊初始缺

陷的板的后屈曲平衡路径［13，14］。

为了将控制方程、边界条件和补充条件无量纲

化，引入以下无量纲参数
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x̑ =Mπx a, y̑ =Nπy b,β =Na Mb

C =1 12( )1 - μ2 ,w̑ = w h

f = F Eh3, T̑ = T̄ αa2 ( )M2π2h2 , p̑ = pa4 ( )EM4h4π4

σ̑0 =σ0a
2 ( )M2Eπ2h2

∇̄2 = ∂2 ∂x̑2 + β2∂2 ∂y̑2 = a2∇2 ( )M2π2

（5）

式中 M ，N 为横向和纵向的屈曲阶数。

假设完善板的 f ，w ，T 解的渐近展开形式为

ü

ý
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ïï
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w =∑
j = 0
ε

j
wj

f =∑
j = 0
ε

j
fj

（6）

T = Tc( )1 +λ1ε +λ2ε
2 +⋯ （7）

式中 ε 为屈曲模态 w1 的幅值，满足 0 < ε << 1 ，

Tc 是临界热屈曲温度，λ1 和 λ2 为待定常数。

基于 Koiter初始后屈曲渐近分析理论，可以得到

决定 Tc 的板特征值控制方程

ü
ý
þ

L1( )w1, f1 ≡ ∇̄4 f1 + β2( )w0 ;w1 = 0
L2( )w1, f1 ≡C∇̄4w1 - β2[ ]( )f0 ;w1 + ( )f1 ;w0 = 0 （8）

由边值控制方程可以得到式（7）中的 λ1 和 λ2 的

表达式

λ1 =
32 ∫0π∫0π( )w1 ; f1 w1dxdy

Tc∫0π∫0π[ ]( )f c
0 ;w1 + 2( )wc

0 ; f1 w1dxdy
（9）

λ2 = - ∫0π∫0π[ ]2( )f1 ;w2 + ( )w1 ; f2 w1dxdy
Tc∫0π∫0π[ ]( )f c

0 ;w1 + 2( )wc
0 ; f1 w1dxdy

-

λ1
∫0π∫0π{ }2( )wc

0 ;w2 f1 + [ ]( )wc
0 ; f2 + ( )f c

0 ;w2 w1 dxdy
∫0π∫0π[ ]( )f c

0 ;w1 + 2( )wc
0 ; f1 w1dxdy

（10）

引入文献［14］中 B1 ，B2 和 B3 的表达式，将式

（10）简写为

λ1 = - 3B12TcB2
;λ2 = - B3

TcB2
-λ1

B4
B2

（11）
将 λ1 ，λ2 的值代入式（7），可得到 T 和 ε 的关系

式，即用 T 和 ε 表示的板后屈曲平衡路径关系式。

对于完善壳，假设特殊圆柱形初始缺陷的表达

式为

w̄0 = ξ0w͂0 （12）
式中 w͂0 = y2 - π2

4 ，ξ0 = b2

2π2Rh
。

对 于 具 有 初 始 缺 陷 壳 ，其 初 始 缺 陷 取 为
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w̄1 = ξ1w1 ，其中 ξ1 为初始缺陷幅值，也就是将表达式

（2）中 w̄ = w̄0 + w̄1 即可。

参考文献［14］的推导结论，可得壳的后屈曲平

衡路径表达式

( )T - Tc γB2 + 3γB1 + γ3B3 +D = 0 （13）
将上式 D 改写成

D =D1 + ( )T - Tc D2 + γD3 + γ2D4 （14）
方程（13）为完善壳的后屈曲平衡路径表达式。

假设 w̄ = w̄0 + w̄1 ，则可以确定有初始缺陷壳的后屈曲

平衡路径表达式。

后屈曲平衡路径上的极值点 Ts ，γs 可由下式

（15）且利用 ∂T/∂γ = 0 来确定。

ü

ý

þ

ïï
ïï

( )Ts - Tc B2 + 3B1 + 3γ2
sB3 +D3 + 2γsD4 = 0

( )Ts - Tc γsB2 + 3γsB1 + γ3
sB3 +D1 +

( )Ts - Tc D2 + γsD3 + γ2
sD4 = 0

（15）

对于带预载的四边简支模型，假设屈曲模态

w1 为

w1 =∑
m = 1

∞
Amw

( )m
1 =∑

m = 1

∞
Amsinmx sin y （16）

式中 Am 为待定常数。

由上述分析结论，板的热屈曲临界载荷 Tc 由下

列特征值方程确定

AjC( )j4 + 2β2 j2 + β4 -
β2T
1 - μ

æ

è
ç

ö

ø
÷∑

m = 1
Am + 1

β2 j
2Aj - β2σ0

æ
è
ç

ö
ø
÷∑

m = 1
Am + j2Aj = 0 （17）

各状态量 f1 ，w2 和 f2 分别由相应的控制方程解

出，结合 λ1 和 λ2 的表达式（9）和式（10），则有

λ1 = 0 ，λ2 = -B3 TcB2 （18）
将上式代入 T = Tc( )1 +λ1ε +λ2ε

2 ，可以确定带预

载的四边简支完善板的后屈曲平衡路径。

对于完善壳，将 B2 和 B3 ，D1 ，D2 ，D3 ，D4 各参

变量代入式（13）和式（15），可得带预载的四边简支

完善壳的后屈曲平衡路径和极值屈曲载荷 Ts ，挠度

幅值 γs 的表达式，详细推导过程及结论这里不再赘

述，参见文献［14］。

具有初始缺陷的四边简支壳后屈曲平衡路径和

屈曲临界载荷表达式中的各参量，仅有 D1 ，D2 ，D4
不同为

D1 = D͂1 + ξ1B͂2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷Tc + σ0( )1 - μ

Eα

D2 = D͂2 + ξ1B͂2
D4 = D͂4 + 3ξ1B͂3

（19）

对于带预载的四边固支板壳模型，假设屈曲模

态 w1 为

w1 =∑
m = 1

∞
Amw

( )m
1 =∑

m = 1

∞
Am( )1 - cos 2mx ( )1 - cos 2y （20）

对于带预载的三边简支、一边自由板壳模型，假

设屈曲模态 w1 为

w1 =∑
m = 1

∞
Amw

( )m
1 =∑

m = 1

∞
Amsinmx sin y2 （21）

对于带预载的三边固支、一边自由板壳模型，假

设屈曲模态 w1 为

w1 =∑
m = 1

∞
Amw

( )m
1 =∑

m = 1

∞
Am( )1 - cos 2mx ( )1 - cos y （22）

这三个模型状态量 f1 ，w2 和 f2 的求解，及参量

D1 ，D2 ，D3 ，D4 和 λ2 的值，参见文献［14］。

2.4 算例分析

为了验证局部热屈曲理论分析方法的正确性，

以各项同性四边简支方板为例，得到其在均匀温度

场作用下的热屈曲载荷，并和 Gowda的理论解，Oh和

Dawe 的有限元计算结果，进行了比较，结果非常接

近，如表 1所示。

Table 1 Methods comparison between original and abroad

Critical
buckling load

Tc/℃
Resent

63.27

Oh

63.51

Dawe

63.33

Gowda

63.27
注：μ = 0.3 ，a h = 100 ，α = 2.0 × 10-6/ ℃
根据所推导完善板与壳后屈曲平衡路径的表达

式和结论，给出几种不同尺寸，四种完善板与壳模型

的用 T -wmax 表示后屈曲平衡路径，如图 5所示，这里

仅列出四边简支模型的后屈曲平衡路径，其它模型

见 文 献［14］，材 料 及 结 构 参 数 为 α = 1.31 × 10-6 ，

μ = 0.3 ，h = 4mm 。

由图 5可知，完善板与壳具有完全不同的后屈曲

平衡路径，板体现为分叉屈曲，而壳体现为跳跃性屈

曲。对于板，当温度 T = Tc 的瞬时，板会从前屈曲平

衡状态转到后屈曲平衡状态，当温度继续升高，其挠

度 wmax 也将不断增加。对于壳，当温度 T≥ Ts 时，壳

可能从前屈曲平衡状态跳跃到后屈曲平衡状态，同

时，壳的后屈曲是稳定的，即径向挠度为某一值时，

其后屈曲路径接近重合。
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下面给出四个模型的 Ts 和 Tc 随板壳长度尺寸 a

的 变 化 情 况 ，结 构 参 数 长 宽 比 β = a/b = 1 ，厚 度

h = 4mm ，半径 r = 16m ，如图 6所示。

由图 6可以看出，随着长度 a 的增大，Tc 和 Ts 迅

速减小，说明 Tc 和 Ts 对长宽尺寸变化是敏感的；相

同尺寸的板壳 Ts > Tc ；相同尺寸的板壳模型，四边固

支的屈曲温度比四边简支的高，三边固支、一边自由

的屈曲温度比四边简支高，四边简支的屈曲温度比

三边简支、一边自由的高。

图 7给出四个模型的 Tc 和 Ts 随板壳厚度的变化

情况。

由图 7可以看出，随着厚度 h 的增加，板壳的 Tc
和 Ts 增大，说明 Tc 和 Ts 对厚度 h 是敏感的。

图 8给出三边简支，一边自由板壳的不同屈曲波

数下的后屈曲平衡路径，图 8（b）给出不同屈曲波数

的壳后屈曲平衡路径上最小热屈曲临界载荷点的连

线。分析结果表明热屈曲临界载荷随着屈曲波数的

增加而增加。

（a）Plate model （b）Shell model

Fig. 5 Post-buckling balanced path of complete four edges simple-supported plate-shell model

（a）Plate model （b）Shell model

Fig. 6 Plate-shell Tc and Ts variation with length a

（a）Plate model （b）Shell model

Fig. 7 Plate-shell Tc and Ts variation with thickness h
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（a）Plate model （b）Shell model

Fig. 8 Post-buckling balanced paths of plate-shell in different buckling orders

3 结 论

通过本文研究，得出如下结论：

（1）提出了“机械载荷等效成局部边界压应力效

应”的假设，建立了可以准确描述高温板壳结构特征

和力学特征的四种典型的应力等效的局部热屈曲理

论模型，为板壳结构热屈曲设计提供了理论依据。

（2）应用局部热屈曲理论模型，分析得到某各向

同性四边简支板结构的热屈曲临界载荷，与国外学

者计算结果对比，两者数值非常接近，验证了本文局

部热屈曲理论模型的正确性。

（3）研究了结构几何参数（长度 a ，厚度 h 等）对

板壳后屈曲路径的影响规律，分析结果表明：长度 a

和厚度 h 对板壳的临界载荷有较大的影响，在长宽

比一定的情况下，长度 a 越长，屈曲临界载荷越小；

厚度 h 越厚，屈曲临界载荷越高。

（4）将一阶屈曲问题的理论公式推广应用于高

阶屈曲问题，分析结果表明：板壳的屈曲阶数越高则

屈曲温度越高，一阶屈曲温度最低。
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