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摘 要：为提高周期性非定常流动的求解效率，将非定常计算的初值问题转换为边值问题，提出了

时间矢量推进方法，并将该方法应用于叶轮机多排的非定常流动分析中。通过对两排对转风扇进行非定

常仿真，并对比双时间步计算方法的计算结果，讨论了新方法的计算效率，研究了该方法对排间干扰捕

捉的准确性和可靠性。得到了以下结论：在物理时间步长相等的情况下，新方法与双时间步方法的计算

结果基本一致，且计算时间约为双时间步方法的 1/8；时间矢量推进方法能够很好捕捉排间的势扰动、

熵扰动和涡扰动以及主流和扰动之间的非线性作用；时刻样本数较少会使时间矢量推进方法捕捉到的非

定常变化幅值变小，且无法解析时间尺度较小的非定常流动现象。
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Abstract：To improve the solution speed of periodic unsteady flows，the Time Vector Marching（TVM）
method has been proposed by converting the initial values problem of unsteady solution to a boundary value prob⁃
lem and then applied on unsteady flows within turbomachinery. The comparisons between the TVM and Dual
Time Steppeng（DTS）methods were carried out on a counter-rotating fan. The efficiency，accuracy and reliability
of the new method on analyzing rows interaction were discussed. Results show that with the same physical time
step，the TVM solution is nearly the same with that of the DTS solution，while the time cost of the new method is
only one eighth that of the DTS method. The TVM method could well capture the potential，entropy and vorticity
perturbations and the nonlinear effects between the mean flow and unsteady flow. For the TVM，less time samples
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used would lead to small amplitude of unsteady vibrations and it can not resolve the unsteady flows in small time
scale.

Key words：Turbomachinery；Time vector marching method；Dual time step method；Unsteady flows；
Rows interaction；Counter-rotating fan

1 引 言

非定常性是叶轮机流动的本质特征。叶轮机内

部的非定常流动，可分为两类，一类是非周期性的，

比如湍流、尾缘脱落涡和叶尖泄漏涡等；另一类是周

期性的，比如排间干涉、进气畸变等。其中，周期性

的排间干涉和进气畸变对叶轮机的性能有重要影

响［1-2］。因此在叶轮机设计时，对这些周期性非定常

因素进行考虑具有重要意义。

考虑周期性非定常效应势必需要进行非定常数

值模拟。目前，叶轮机中的非定常数值模拟方法大

致可分为两大类，即时域（Time domain）方法和频域

（Frequency domain）方法。频域方法通常利用傅里叶

变换将控制方程转换到频域［3-5］，进而提高求解效率。

然而，相对于时域方法，频域方法的精度不高，容易

产生混叠效应［6-7］，出现非物理的数值解，且频域方法

的求解稳定性也存在问题［8］。

时域方法是指直接对 URANS控制方程的时间导

数项进行差分近似，然后在时间尺度上进行层层推

进，从而获得随时间变化的非定常解。时域方法比

较精确，可以捕捉扰动与主流之间的非线性作用。

然而，传统的时域方法非常耗时，尤其对于叶轮机中

的 非 定 常 分 析 ，通 常 需 要 采 用 全 通 道 的 求 解 方

案［9-10］，计算量往往比单通道定常求解高两个数量级

以上，限制了其在工程中的应用。为减少时域方法

的计算量，区域缩放（Domain scaling）的办法被提出

来［11］，即通过改变上下游叶排的叶片数目并对叶片

几何进行等比例缩放，从而使得相邻叶排的叶片数

目可以进行约化，减少计算所需的通道数，目前有部

分 研 究 人 员 采 用 该 方 法 来 进 行 时 域 的 非 定 常 分

析［12-13］，然而该方法改变了原有的叶片几何以及上下

游叶排的几何关系，势必对非定常计算结果的准确

性产生影响［14-15］。此外，为提高时域方法本身的求解

效率，Jameson于 1991年提出了用于非定常求解的

“双时间步”法（Dual time stepping method，DTS）［16］，

该方法将时间层级分解为两层，即“物理时间层”和

“虚拟时间层”。Arnone等［17］和 Davis等［18］将该方法

应用于叶轮机的非定常数值计算中，发现结合隐式

内迭代的双时间步法比直接显式的非定常推进方法

快 30倍。然而，当前的双时间步法依然十分耗时，难

于大规模应用于叶轮机设计中。

为克服时域方法的耗时问题，本文从一个全新

的角度出发，提出了新的非定常计算方法，即时间矢

量推进（Time vector marching，TVM）方法。然后将新

方法应用到了叶轮机械中，并对三维对转风扇进行

非定常仿真。通过对比时域双时间步的计算结果，

验证了方法的高效性、正确性和可靠性。

2 数值方法与物理模型

将非定常 Reynolds平均 Navier-Stokes（U-RANS）
方程在控制体上进行积分，可以写成如下的半离散

形式

Ω
∂Q
∂t + R (Q) = 0 （1）

式中 Ω是离散单元的体积，Q是守恒变量组成的

矢量，R是是空间离散后，无粘项、粘性项和源项代数

加减所得到的残差向量。方程中，时间导数 ∂Q/∂t是
决定非定常变化的关键项。对于定常流动，时间导

数项 ∂Q/∂t=0。接下来，将针对该项进行不同的推导，

分别得到双时间步和时间矢量推进方法。

2.1 时域双时间步法

对于时间偏导数项 ∂Q/∂t，本文采用二阶的向后

差分进行离散，有

Ω
3Q n - 4Q n - 1 + Q n - 2

2∆t + R (Q n ) = 0 （2）
式中 ∆t是物理时间步长。Q的下标表示时间层

序号。对于时间层 n-1和 n-2的解，为已知的。而时

间层 n的 Q需要进行求解。这里引入虚拟时间的概

念，并添加虚拟时间导数项到方程（2）中，来对时间

层 n的 Q进行时间推进求解。将物理时间层的 Q n替

换为虚拟时间层的 Qm，得

Ω
∂Qm

∂τ + Ω 3Qm - 4Q n - 1 + Q n - 2
2∆t + R (Qm ) = 0（3）

式中即为双时间步方法的控制方程，虚拟时间

步的迭代称为内迭代。当内迭代计算收敛时，有：

Q n = Qm，然后进入下一个物理时间步迭代。物理时

间步上的推进为外部迭代。对于周期性非定常问

题，当 Q随着物理时间的变化呈现周期性规律时，则

认为整个非定常计算收敛。
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2.2 时间矢量推进方法

对于周期性的非定常问题，双时间步方法将周

期性用来作为数值计算收敛性的判定标准；而频域

方法，通过傅里叶级数的引入间接利用周期性特征。

可见能否利用好流动的周期性特点是解决周期性非

定常数值求解的关键。时间矢量推进方法从一个全

新的角度出发，将周期性非定常流动的初值问题转

变成为边值问题，进而将周期性边界应用在时间维

度上。

对于周期性流动，在一个周期的时间域上取 n个

时间样本，这 n个时间样本在一个周期内均匀分布。

对于其中某一个时刻点 i，这个时刻点的流动必定满

足式（1），即

Ω
|
|
||

∂Q
∂t

i

+ R (Q i ) = 0 （4）
其中的时间偏导数项采用有限差分进行近似，

这里为保持跟双时间步方法的时间精度一致，也采

用二阶向后差分来近似时间导数项，有

|
|
||

∂Q
∂t

i

= 3Q i - 4Q i - 1 + Q i - 2
2∆t （5）

式中 i-1和 i-2是 i时刻的前两个时刻。将式（5）
代入式（4），并引入虚拟时间偏导数，则有

Ω
∂Q i

∂τ + Ω 3Q i - 4Q i - 1 + Q i - 2
2∆t + R (Q i ) = 0 （6）

将取样的 n个时刻全部整理如下

ì
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ï
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ï

Ω
∂Q 1
∂τ + Ω 3Q 1 - 4Q 0 + Q -1

2∆t + R ( )Q 1 = 0

Ω
∂Q 2
∂τ + Ω 3Q 2 - 4Q 1 + Q 0

2∆t + R ( )Q 2 = 0
⋮
⋮

Ω
∂Q n

∂τ + Ω 3Q n - 4Q n - 1 + Q n - 2
2∆t + R ( )Q n = 0

（7）

式（7）为由 n个样本时刻所构成的偏微分方程

组。为保证非定常解的唯一性，必须准确给定初始

时刻的值 Q -1 和 Q 0。而根据流动的非定常周期性特

征，可以有如下关系式

Q -1 = Q n - 1, Q 0 = Q n

将上面的关系式代入式（7），并写成矩阵形式为

Ω
∂Q*

∂τ + ΩMQ* + R (Q* ) = 0 （8）
其中

Q* = ( Q 1 Q 2 ⋯ Q n - 1 Q n )
T

M = 1
2∆t

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï
ïïï
ï

3 0 ⋯ 0 1 -4
-4 3 ⋱ ⋱ ⋱ 1
1 -4 3 ⋱ ⋱ 0
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 1 -4 3

式（8）即为时间矢量推进方法的非定常方程组。

相对于定常方程来说，其仅多出一个由时间导数所

衍生出的源项 ΩMQ*，因此在原有的定常求解器上，

通过少量的代码修改即可实现。

2.3 空间离散及数值求解方法

本文在空间离散上采用了二阶精度的中心 JST
格式，在时间推进上使用了显/隐式混合的策略［19］，即

将隐式方法以残差光顺的形式集成到显式的时间推

进中，显式上采用了五步的 Runge-Kutta方法，隐式

则将 LUSGS方法推导成残差光顺的形式并集成到程

序中。此外，为了加速数值收敛，还应用了当地时间

步长和 V型多重网格技术。在湍流模型上，选择了一

方程的 S-A模型。

2.4 边界条件

本文的研究对象是一两排对转风扇，在进口边

界上给定了总温（288.16K）、总压（101.325kPa）以及

进口气流方向（轴向进气），出口边界给定了静压

（150kPa）。壁面为无滑移和无穿透边界条件。对于

叶轮机械来说，为减少计算量，还需要采用周期性边

界条件。此外，还要处理转静交接面处的边界。

2.4.1 周期性边界

本文中，双时间步方法由于采用了全通道计算，

因此不需要周期性边界，使用直接连接边界即可。

而对于时间矢量推进方法来说，则需要采用相位滞

后的周期性边界，即

QU (t) = Q L (t + δt) , δt = β
ω

（9）
式中 β是非定常扰动的叶间相位角，ω则是扰动

的角速度。QU 和 Q L 分别是周期性边界上下界面的

守恒变量，如图 1所示。

Fig. 1 Phase-lag boundary condition
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为应用相位滞后关系式（9），需要求出对应时刻

t + δt或 t - δt的守恒变量值，这里采用了线性插值的

方法。时间导数衍生的源项 ΩMQ* 是方程中的非定

常效应来源，因此插值基于该源项来进行，有

ϕ
3Q' - 4Q i - 1 + Q i - 2

t' - ti - 2 + (1 - ϕ) 3Q' - 4Q i + Q i - 1
t' - ti - 1 =

ϕ
3Q i - 4Q i - 1 + Q i - 2

ti - ti - 2 + (1 - ϕ) 3Q i + 1 - 4Q i - 1 + Q i - 2
ti + 1 - ti - 1

（10）
其中

ϕ = ti + 1 - t'
ti + 1 - ti , ( ti + 1 > t' > ti )

时刻 t'即为 t + δt或 t - δt。将 t'=ti或 ti + 1 代入方

程（10），可以发现得到的源项正好与 ti，ti + 1的源项大

小一致。因此，式（10）保证了源项在时间上的连

续性。

2.4.2 排间交界面

对于双时间步方法来说，由于采用了全通道计

算，排间的滑移面数据传递直接通过二维插值即可

完成。而时间矢量推进方法采用了单通道网格，由

于上下游叶排相对运动，不同时刻叶排的相对位置

关系不同，上、下游通道网格不能直接对应，如图 2为
某时刻下的叶排对应关系示意图。

图中实线所示叶片通道为当前时刻的叶片所在

位置，虚线为上下游分别对应的叶片通道位置。可

以发现，上游叶片通道出口此时对应于下游叶排两

个通道的进口，而下游叶排进口则对应于上游叶排

一个通道的出口。且上、下游叶排对应的周向位置

处，都不存在真实的叶排通道。因此，要进行数据传

递，需要将该时刻上、下游叶排对应计算域（或叶排

通道）的数值构建出来。若要将上游某位置处（图 2
中红色标记处）的数据传递到下游，则下游接收侧

（Receive side）的变量值 Q r可表示为

Q r (t) = Q d (t) = Q (t + δT) , δT = m β
ω

（11）
式中 Q d 是对应的上游贡献侧（Donor side）变量

值，而 Q是实际的上游通道对应位置处的变量值。m

则是当前上游叶排通道与贡献侧上游通道相差的通

道数。因此，在进行计算时，需要将 t + δT时刻的变

量值 Q计算出来，这就需要在时间上进行插值，而这

个插值同样可采用式（10）来进行。此外，Q r和 Q d之

间还要进行空间插值来进行数据传递。

2.5 研究对象与计算设置

本文以一个两排的对转风扇为测试算例，它的

第一排叶片数为 19，转速为 5.0kr/min，第二排叶片数

为 25，转速为 3.6kr/min，两排转子的转速相反。对转

风扇的设计流量是 240kg/s，设计总压比为 1.95。
由于第二排叶片数比第一排多，因此第一排受

到的非定常扰动周期更小。本文双时间步以最小周

期来确定物理时间步长，取最小周期（即第一排的非

定常周期）的 1/38。根据两排的叶片数目可以知道，

该物理时间步长实际上对应于第二排非定常周期的

1/50。双时间步的内迭代以残差下降两个数量级为

内迭代的收敛判断标准，内迭代的最大迭代步数设

为 60。
对于时间矢量推进方法，需要分别给定第一排

和第二排所采用的样本时刻数（分别记为 N1和 N2）。

本文执行了两个 TVM的计算方案 Case 1和 Case 2。
其中，Case 1为与双时间步的物理时间步长保持一

致，N1取为 38，N2取为 50。而 Case 2的计算作为参

考，计算的时刻数减少一半，即 N1取为 19，N2取为 25。
研究分别采用了双时间步方法和时间矢量推进

方法对风扇的排间干扰进行了数值模拟分析。对于

双时间步方法来说，由于两排叶片数目没有公因数，

无法约化计算域，因此，只能采用全通道网格。而对

于时间矢量推进方法来说，由于采用了移相周期边

界条件，因此计算时只需要采用单通道网格。其中，

双时间步的全通道网格是由单通道网格全周复制得

到，因此，两种非定常计算方法使用的网格完全

一致。

同时，为了便于使用多重网格技术，各个方向的

网格节点数必须等于 2n+1（n为多重网格的重数），本

文使用了 3重网格，则各个方向的网格节点数须设为

Fig. 2 Circumference positions of upstream and

downstream rows

337



推 进 技 术 2020 年

8的倍数加 1。如图 3给出了 50%叶高上单通道的网

格图，两排叶片的网格均采用了 H型网格，该网格无

法处理普通的平顶间隙，因此必须对叶顶间隙部分

进行削尖，第一排网格节点数周向×轴向×径向=57×
125×73，而第二排则是 57×117×73，网格节点数总共

约 100万。

3 结果分析

所有计算均在一个 48线程的小型工作站上完

成，计算时间的对比如表 1所示。

表中显示，相同物理时间步长下，TVM的计算时

间仅为 DTS计算时间的 1/8。这表明了 TVM计算的

高效性。

图 4给出了 DTS计算中，压气机进出口流量随外

迭代步数的变化曲线，以及流场中某监测点（位于第

二排中间叶高的尾迹附近）随外迭代步数的变化

曲线。

从图 4可以看出，当迭代步数达到 1100时，进出

口量均基本保持不变，排间干扰并没有使进出口流

量产生强烈的波动现象，而第二排监测点的轴向速

度也在约 1100步左右开始了周期性的变化。这说明

经过 1100步左右，DTS方法外迭代逐渐收敛，时间推

进大约进行了 22个循环周期。

图 5给出了 TVM方法的能量方程残差变化曲线。

图中显示，Case 1和 Case 2的残差下降速度几乎相

同，经过约 1200步，能量方程的残差阶次下降到-1，
达到收敛。达到收敛所消耗的迭代步数跟 DTS外迭

代步数相差不大。但由于 DTS还存在内部迭代，当内

迭代收敛后，外迭代才能向前推进一步。因此，实际

上 TVM的迭代步数少于 DTS的总迭代步数。这是

TVM比 DTS计算效率更高的一个原因。此外，相对

于 DTS的全通道计算，TVM采用了单通道策略，这也

是 TVM计算效率更高的一个原因。

排间扰动主要包含熵扰动、涡扰动和势扰动（压

力波扰动），其中熵扰动和涡扰动会向下游传播，而

势扰动会向上下游同时传播。为分析 TVM方法对排

Fig. 3 Blade to blade mesh at 50% span

Table 1 Wall clock time for different analyses

Item
Time/h

DTS
59.8

TVM
Case 1
7.5

Case 2
4.1

Fig. 4 Time history of aerodynamic parameters of DTS

solution

Fig. 5 Residual history of the energy equation
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间干扰捕捉的准确性，图 6和图 7分别给出了 90%叶

高上，熵和压力的瞬时分布。

图 6显示，上游叶排尾缘后形成了一高熵条状区

域，即叶片尾迹。尾迹向下游传播并被第二排叶片

切割成很多尾迹段，尾迹段在第二排叶片通道中逐

渐拉伸并发生倾斜，这与文献［20］中观察到的现象

一致。对比 DTS和 TVM的结果可以发现，Case 1的计

算结果跟 DTS几乎完全一致，而 Case 2的尾迹形态则

跟 DTS存在细微的差别。Case 2的尾迹显得比较直

且在下游通道中的倾斜拉伸也更少，而 DTS的尾迹则

多了一些形态上的变化。主要原因在于 Case 2的物

理时间步长为 DTS的两倍，导致时间尺度较小的非定

常扰动无法被解析。

通过图 7可以发现，势扰动主要来源于第二排叶

片前缘形成的激波，其诱发了压力周向分布的不均

匀性，进而向上游传递，引起上游叶排流场出现周期

性的震荡。此外，对比发现，DTS的计算结果跟 TVM
Case 1的结果吻合很好，而与 TVM Case 2虽存在差

异，但差异并不大。表明对于本案例来说，势扰动比

熵扰动采用较少的时刻数（即更大的物理时间步）即

可进行准确捕捉。图 6和图 7均表明 TVM对排间干

扰的捕捉能力基本等同于 DTS。

排间扰动与主流之间存在强烈的非线性耦合作

用，为分析 TVM方法对这种非线性作用捕捉的正确

性和准确性，对叶片表面的非定常压力进行 Fouier变
化，得到压力的一阶幅值。图 8和图 9分别给出了

90%叶高，第一排和第二排叶片表面的 1阶压力幅值

（用 pamp表示）分布。

第一排压力面的一阶压力幅值整体高于吸力面

上的幅值。且压力面的一阶压力幅值向上游逐渐减

小，在大约 X/Cax=0.3位置处变为 0，而吸力面则在Fig. 6 Instantaneous entropy contour at 90% span

Fig. 7 Instantaneous static pressure contour at 90% span

339



推 进 技 术 2020 年

X/Cax=0.6时变为 0。这表明下游对上游叶排的势扰

动，在压力面上传播得更远。此外，对比 DTS和 TVM
的计算结果，可以发现 DTS和 TVM Case 1的结果几

乎重合，而 TVM Case 2的结果则与 DTS存在一些差

别，主要集中在压力面尾缘附近，即 X/Cax 为 0.8~1.0
位置。说明 TVM Case 2对该处的非定常流动现象捕

捉不准确。而该位置处，存在激波边界层分离现象，

该分离可通过 90%叶高上的时均马赫数分布观察

到，如图 10所示。考虑原因在于分离涡与势扰动之

间的非线性作用更为复杂，时间尺度更小，需要更多

的时刻数进行捕捉。

90%叶高第二排叶片表面的一阶压力幅值比第

一排明显高得多。此外，跟第一排的情况一致，DTS
与 TVM Case 1的结果吻合得非常好，而与 TVM Case
2存在一些差别。且 DTS和 Case 2之间的差别比第一

排中的更明显。这从侧面说明，第二排需要比第一

排更多的时刻数来解析非定常扰动。其原因在于第

二排中的非定常流动现象更为复杂，除了势扰动以

外，还存在熵扰动和涡扰动，这使得第二排中扰动与

主流之间的非线性作用更强，从而增大了脉动幅值，

缩短了脉动的时间尺度。

叶尖间隙附近存在叶尖泄漏流，在排间干扰的

作用下，其非定常脉动的特征较为复杂。因此，有必

要讨论 TVM方法对排间扰动-叶尖泄漏流非线性耦

合的描述准确性。图 11给出了 99.5%叶高的熵瞬时

分布。

图 11中显示，叶尖间隙附近，第一排对第二排的

扰动主要来自于上游叶尖泄漏涡，其形成了类似于

Fig. 8 Amplitude of the 1st harmonic pressure on the 1st

row blade surface at 90% span

Fig. 9 Amplitude of the 1st harmonic pressure on the 2nd

row blade surface at 90% span

Fig. 10 Time-averaged mach number contour at 90% span
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尾迹的条状高熵区域。而下游的叶尖附近则存在两

种高熵区域（如图中黑色虚线框所示），分别对应于

叶 尖 前 缘 泄 漏 和 叶 片 中 部 由 激 波 诱 导 的 二 次 泄

漏［21］。可以发现，当上游高熵区域作用前缘泄漏或

二次泄漏时，均会引起泄漏区的熵增大，泄漏增强。

DTS和 TVM计算结果对比显示，DTS和 TVM Case 1
完全吻合，和 TVM Case 2整体上看来差别并不明显，

但仔细观察能够发现一些细微差别，这些差别主要

集中在二次泄漏的核心区域。为更清楚地显示各计

算结果之间的差别，图 12给出了第二排二次泄漏核

心区的静压在一个周期内的变化。图中显示，DTS和
TVM Case 1的结果基本完全重合，这再一次表明

TVM方法捕捉非定常扰动的准确性。而 TVM Case 2
则与 DTS有较大的区别，这比图 11给出的云图明显

得多。主要的差别有两方面，一方面是 TVM Case 2
的静压变化幅值明显更小，另一方面 TVM Case 2的

结果缺少了小时间尺度的变化，如图 12中的红色虚

线框所示。

4 结 论

本文通过与双时间步方法的计算结果进行对比

讨论，得出以下结论：

（1）相对于双时间步方法，时间矢量推进方法能

够大大提高计算效率。物理时间步长相等的情况

下，双时间步方法的计算时间约为时间矢量推进方

法的 8倍。

（2）时间矢量推进方法可以解析非定常扰动与

主流之间非线性作用，能够准确捕捉排间干扰中的

势扰动、熵扰动和涡扰动，以及这些扰动在上下游流

场中的传播。在物理时间步长相等的情况下，能得

到跟双时间步方法基本一致的计算结果。

（3）时间矢量推进方法的样本时刻数过少，会导

致小时间尺度的非定常扰动无法被解析。在利用时

间矢量推进方法进行非定常分析时，需合理选择样

本时刻数，在非定常分析的准确性和计算效率上进

行平衡。
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