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摘 要：为了获得圆弧端齿联轴器定位精度设计和评估方法，对圆弧端齿联轴器定位机理进行了

理论研究。阐述了圆弧端齿联轴器采用的弹性平均定位法及其定位原理，分析了常见的弹性平均结构设

计误区，指出了影响弹性平均定位效果的关键因素。通过对圆弧端齿齿面受力分析，揭示了齿面结构参

数对定心效果的影响机理，提出了齿面结构参数满足定心要求的必要条件，并根据圆弧端齿联轴器结构

特点，构建了定位结构超静定系统力学模型。利用超静定系统平衡方程，结合变形协调条件，推导了圆

弧端齿联轴器轴向偏差和同心偏差计算方法，并给出了定位偏差计算算例。结果表明，装配力和弹性补

偿是弹性平均定位的关键要素，定位结构应保证接触面在装配力的作用下可以产生有效弹性补偿；联

轴器轴向偏差和同心偏差受单齿刚度影响，随着刚度弱化的相邻齿数增加，轴向偏差变化率有逐渐增大

趋势。
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Positioning Mechanism of Curvic Coupling
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Abstract：In order to obtain the design and evaluation methods of positioning precision of curvic coupling，
the positioning mechanism of curvic coupling was theoretically studied. The elastically averaged positioning meth⁃
od and its positioning principle adopted by curvic coupling were expounded. Common misunderstandings in struc⁃
ture design by elastically averaged positioning were analyzed，and the key influencing factors were pointed out.
Through the force analysis of curvic coupling，the mechanism of structural parameters of tooth surface effect on
concentric positioning were revealed，the necessary conditions for centering requirements were pointed out，and
the statically indeterminate model derived from curvic coupling was constructed according to its structure charac⁃
teristics. By using balance equations of the statically indeterminate model and deformation compatibility condi⁃
tion，the coaxial and concentric deviation calculation methods of curvic coupling were derived，and the calcula⁃
tion examples of the location deviation were given. The results show that assembly force and elastic compensation
are the key factors of elastically averaged positioning. Positioning structures should ensure that contact surfaces
can produce effective elastic compensation under the action of assembly force; the axial deviation and concentric
deviation of the coupling are affected by the stiffness of the single tooth，and the change rate of axial deviation
gradually increased with the increase of the number of adjacent teeth.
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1 引 言

现代航空燃气涡轮发动机转子常采用带有圆弧

端齿联轴器的拉杆结构，拉杆依次穿过轮盘和轴段，

采用螺母紧固，将各级轮盘和轴段组合在一起形成

转子结构系统，如WZ16/Ardiden-3C高压转子、WZ8
涡轴发动机高压转子等。为了实现转子结构系统动

平衡需求，转子连接结构需要满足高精度装配定位

要求，其定位精度不但影响转子装配质量，而且影响

转子的动力学特性。

装配定位法分为运动学支承约束定位法和弹性

平均定位法［1］。运动学支承约束定位通过自由度精

确控制零件间相互关系［2］，而弹性平均定位法利用工

程材料内在的弹性，通过误差平均提高精度［3］。在设

计连接结构时，至少应满足运动学支承约束设计原

则，但对于承受载荷的可重复装配结构连接界面，可

采用更多的约束，通过弹性平均实现精确定位［4］。弹

性平均定位是一种过约束定位，定位面内设有大量

按照一定次序排列的定位特征，形成的约束个数大

于定位结构所需限制的自由度个数。遍布于一定范

围内的大量定位特征在装配时受力并产生弹性变

形［5］，使单个定位特征产生的误差通过特征数量被平

均，有效补偿定位误差［6-7］。

“弹性平均”一词由 Strong于 1951年首次提出［8］，

此后一段时间内鲜有公开文献，近年来国内外学者

开展一些研究［9-11］。Slocum等［12］在两个硅晶片上采

用氢氧化钾分别腐蚀出棱锥和凹槽，并施加一定载

荷使二者接触变形，测量结果表明，装配定位精度可

以达到亚微米级。Slocum［4］在介绍运动学支承约束

定位设计理论和应用的综述中，将五种定位方法的

重复定位精度进行了对比，指出弹性平均约束定位

具有微米级定位精度。杨友东等［13］介绍了端齿盘误

差平均效应原理，指出端齿盘的分度精度不但与制

造精度有关，而且与端齿盘齿数和齿的弹性误差补

偿效应有关，根据端齿盘加工精度、齿数、材料、测量

条件等因素给出了端齿盘分度精度计算经验公式。

安虎平等［14］在分析车削对刀法的基础上提出了圆分

度误差的封闭性原理，推演了圆分度误差封闭性的

数学关系式，给出了圆分度误差真值的计算方法。

Davidson等［15］对多个圆弧端齿连接结构相互连接产

生的转子装配累积误差问题，提出了利用零件轴向、

径向跳动实测误差使转子跳动达到最小值的虚拟装

配优化算法，对丰富采用圆弧端齿连接多级转子定

位精度研究手段具有积极意义。

圆弧端齿定位基于弹性平均原理，两个相互啮

合的端齿盘在轻微接触时会因齿面制造误差在某些

齿面间产生轻微干涉或微小间隙，当两端齿盘受轴

向压力紧密贴合时，各齿面的弹性变形使制造误差

被平均［7］，可以获得比单个齿位置精度更高的定位精

度［16］。圆弧端齿联轴器多个齿面同时接触，还具有

承载能力强、结构紧凑的特点［17］。圆弧端齿联轴器

广泛应用于航空燃气涡轮发动机转子结构系统各零

部件之间的连接。由于缺少对圆弧端齿定心原理的

理论研究，在设计和评估端齿连接精度时，缺少必要

的理论方法，在处理因圆弧端齿定心偏差导致的转

子动力学问题时，缺少有效的改进手段，给圆弧端齿

联轴器设计和工程应用带来困难。

本文利用弹性平均原理阐述了圆弧端齿联轴器

定位结构特点，分析了齿面受力情况，建立了定位结

构力学模型，提出了定位偏差计算方法，并给出了定

心偏差计算算例，系统地研究了圆弧端齿联轴器的

定位机理，为圆弧端齿联轴器定位结构设计和定位

精度评估提供了有效手段。

2 圆弧端齿定位

阐述弹性平均定位法及其定位原理，分析弹性

平均结构设计误区，指出影响弹性平均定位效果的

关键因素，提出圆弧端齿定位偏差定义。

2.1 弹性平均原理

在制造过程中，加工误差不可避免，定位面内各

定位特征不同程度的偏离理论位置，一般将定位特

征偏离理论位置的最大值作为其加工误差。如果采

用运动学支承约束法定位，依靠较少的定位特征对

连接结构的 6个自由度进行约束，那么连接结构的定

位误差不会小于单个定位特征的加工误差，示意图

如图 1所示。如果采用弹性平均定位，在装配力作用

下，各定位特征相互贴合，随着装配力的增大，接触

面发生弹性变形，各定位特征之间的误差差异逐渐

减小，连接结构的定位精度随之提高。

Fig. 1 Kinematic couplings［18］

如图 2所示，一个刚性平板被刚度分别为 k1，k2，
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k3，k4的 4个弹簧支撑，初始平衡位置平板两侧的高度

为 h1和 h2。对平板施加向下的作用力 F，力的作用点

位于平板刚心附近但不与刚心重合。在力的作用

下，弹簧被压缩，平板向下移动后到达新的平衡位

置，平板两侧高度变为 h′1和 h′2。为了简化计算，设弹

簧刚度 k1=k2=k3=k4=k，弹簧间距为 l，力 F的作用点距

弹簧 k1的距离为 m，根据力的平衡方程、力矩平衡方

程和变形协调条件，可以得到

h′2 - h′1 = h2 - h1 + 3F ( 3l - 2m )10kl （1）
可见，当 m>1.5l时，存在 h′2-h′1 小于 h2-h1。可以

证明，当 4个弹簧刚度不同时，也能够找到合适的力

作用点，使 h′2-h′1小于 h2-h1。
采用弹性平均原理的连接结构在装配力作用下

产生弹性变形，单个特征的定位误差被平均，实现了

连接结构定位精度的提升。

Fig. 2 Elastically averaged couplings

在采用弹性平均原理设计的定位结构中，主要

有两种结构形式。第一种结构不依靠装配力产生弹

性变形，而是通过定位特征加工误差引起的结构不

匹配强迫定位特征发生弹性变形，如图 3（a）所示。

这类定位结构虽然采用了弹性平均原理，但在应用

中有一定的局限性：加工误差需满足装配要求，即

“装得上”；加工误差和定位特征刚度要满足精度要

求。加工误差受装配要求制约，定位特征刚度也不

能过大，产生弹性变形的装配力同时受到加工误差

和定位特征刚度的影响，这对定位结构设计提出了

更高要求。第二种结构对定位特征施加了全约束，

当装配力较小时，仅有弹性补偿面发生变形，加工误

差被平均，但当装配力达到一定数值时，其他不参与

弹性补偿的配合面开始接触并发生变形，引起局部

刚度增大，当装配力继续增大时，弹性补偿面变形增

量减小，弹性平均效果减弱，如图 3（b）所示。

装配力和弹性补偿是弹性平均定位的关键因

素，各定位特征在装配力作用下产生的可用于补偿

定位误差的弹性变形大小直接影响弹性平均定位效

果。在设计定位特征时，应根据装配力的施加方式

合理设置接触面，保证接触面在装配力的作用下可

以产生弹性变形；还要根据连接结构特点、定位形

式，合理约束定位特征的自由度，尽量避免因定位特

征被完全约束而限制了弹性补偿面的变形。

Fig. 3 Elastically averaged couplings with weakened struc‐

tures

2.2 定位偏差定义

在工程应用中，一般采用专用端齿量规测量圆

弧端齿联轴器的装配精度，测量方法如图 4所示。利

用量规对零件跳动直接测量能够判定零件及端齿的

加工质量，但跳动的是综合误差，无法直接反应圆弧

端齿的同心或同轴定位偏差。

根据圆弧端齿的功能和定心原理，提出圆弧端

齿定位偏差的定义：

（1）轴向偏差，一对相互啮合的圆弧端齿凸齿齿

盘和凹齿齿盘轴线之间的夹角。

（2）同心偏差，一对相互啮合的圆弧端齿凸齿齿

盘和凹齿齿盘轴线与节平面交点的距离。

（3）分度偏差，一对相互啮合的圆弧端齿凸齿齿

盘和凹齿齿盘周向分度误差。

分度偏差不是本文关注的重点，因此本文仅对

前两种偏差进行研究。

Fig. 4 Curvic coupling testing method［19］
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3 定位结构力学模型

分析圆弧端齿联轴器齿面受力情况，提出满足

弹性平均原理要求的齿面参数要求，基于超静定结

构系统构建圆弧端齿定位结构力学模型。

3.1 齿面受力分析

取一对相互啮合的凹齿齿槽和凸齿为研究对

象，不考虑摩擦力的影响，对齿面进行受力分析，如

图 5所示。

Fig. 5 Reaction force of concave tooth

过圆弧端齿轴段回转中心做回转面 w，与凹齿齿

面相交于长度为 l的直线段 u，节平面［20］与凹齿齿面

相交于长度为 s的圆弧 v，定义 u与 v的交点为 P。

设 P点处应力为 σ，其方向垂直于齿面并指向齿

面的回转轴，n，t分别为 σ沿齿高和圆弧 w切向的分

量。直线段 u上的线应力 Fu可以表示为

Fu = ∫
u
σdl （2）

沿圆弧 v对线应力 Fu积分，得到作用于齿面上应

力的合力为

F = ∫
v
F uds （3）

将 Fu沿 n方向和 t方向分解，分别记为 Fun和 Fut，

对 Fut沿图 6中圆弧曲线 v积分，得到齿面合力在节平

面内的分量为

F′ = ∫
v
F utds （4）

在节平面上，将齿槽两侧圆弧 v的圆心相连，以

线段中点为原点，建立图 6所示齿面局部坐标系，其 x

轴位于圆心连线上，y轴指向圆弧端齿轴段的回转中

心。F ′沿 y方向的分量可表示为

F ′
y = ∫

v
F utsinθds （5）

ds = RCdθ （6）
式中 θ为 Fut偏离 x轴正方向的弧度，θ1，θ2为 θ的

边界，且 θ1<θ2，RC为节锥圆半径［20］，则

F ′
y = RC ∫θ1θ2Futsinθdθ （7）

在弧长 v内部，应力 Fu 沿弧长 v的变化梯度很

小［21］，将其看作常量，因此

F ′
y = Fu RC cosα ∫θ1θ2 sinθdθ （8）

式中 α为压力角［20］。

当 |θ1| = |θ2|时，上式右侧积分等于零，即齿面合

力在圆弧端齿轴段回转半径方向上的分量为零，单

个齿在该方向上无法依靠装配力产生有效变形补

偿，导致圆弧端齿无法依靠弹性平均原理提高定心

精度。

在圆弧端齿结构设计过程中，应合理设计齿面

结构参数，避免齿面受力分量为零的现象，即在图 6
所示局部坐标系中，圆弧曲线 v不应关于局部坐标 x

轴对称，使式（7）右侧定积分上、下限满足 |θ1| ≠ |θ2|。

Fig. 6 Local coordinates of a concave tooth

为了实现上述要求，在设计圆弧端齿时，一般使

分度圆直径（大径）和小径位于局部坐标系 x轴同侧，

并取二者的算术平均等于切点半径的 2倍，即齿宽被

切点平分。

对于采用经典结构设计方法［20］的圆弧端齿，此

时的齿面合力 F作用点位于切点半径与节锥圆交点

处且垂直于齿面并指向齿面回转轴，单侧齿面所受

合力沿局部坐标 y向即联轴器径向分量为

F ′
y = Fcosαsin χ4 （9）
χ = 2π

N
（10）

式中 χ为分度角，N为圆弧端齿齿数。

定义 η为单侧齿面受力沿 y向即联轴器径向分

量占齿面合力的比例，则

η = cosαsin π2N （11）
在设计圆弧端齿联轴器时，可以把 η>0作为齿面

参数满足定心要求的必要条件。

3.2 超静定结构模型

采用弹性平均原理实现定位功能的结构具有多

个接触面或连接特征，结构内部存在多余的约束，是

一个超静定系统。

假设圆弧端齿的各个齿是独立的，在装配力的
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作用下，圆弧端齿的凸齿和凹齿相互啮合，单个凹齿

齿槽约束了凸齿的 5个自由度，仅留有沿径向自由

度，反之亦然，如图 7所示。实际上，圆弧端齿定位是

多个齿面相互啮合共同作用的结果，齿面轴向分力、

径向分力与周向分力分别参与同轴、同心、分度定位

补偿。

Fig. 7 DOF of one pair of teeth

圆弧端齿的齿面不可避免的存在制造误差，一

对圆弧端齿开始啮合时，一些齿面最先接触，另一些

齿面之间存在微小的缝隙；逐渐施加轴向压力后，在

力的作用下，已经接触的齿面发生变形，存在缝隙的

齿面缝隙逐渐缩小，直至齿面相互接触并发生变形。

从未施加轴向压力的初始接触状态到施加轴向力后

的最终接触状态，齿面的接触状态［22］变化过程可分

为 3类，如表 1所示。

接触状态变化过程的不同，反应了接触刚度的

不同。种类 1的接触刚度与齿面轮廓和材料有关；种

类 2的齿面间间隙消除但未发生接触变形，接触刚度

很小；种类 3是种类 1与种类 2的综合。

Table 1 Changing process of contact status

Type
1
2
3

Original
Near contact
Far open
Far open

Final
Sliding or sticking
Near contact

Sliding or sticking
由于多齿接触问题的复杂性，本文不对接触问

题进行深入研究，仅讨论接触刚度差异或者连接长

度差异对圆弧端齿定位偏差的影响，对圆弧端齿连

接结构进行简化。把圆弧端齿轴段的基体看作圆形

刚体，把凹齿齿面与凸齿齿面之间的连接看作是由

相互协调的二力杆并联构件形成的弹性连接，简化

结构如图 8所示。

下方圆形刚体固支，上方圆形刚体由二力杆支

撑在下方刚体上，各二力杆的长度相等但刚度不同。

因此，圆弧端齿定位偏差计算问题可以描述为：在图

8所示的超静定结构中，当在上方圆形刚体上作用一

个竖直向下的集中力 F时，求上方刚体的倾角和圆心

X，Y向位移。

Fig. 8 Statically indeterminate structure

4 定位偏差计算方法

忽略刚体倾斜对刚体上点的 X，Y坐标影响，将

三维超静定问题分解为两个二维超静定问题进行

研究：

（1）求各二力杆变形沿Z坐标分量引起的刚体倾角。

（2）求各二力杆变形在 XOY平面内引起的刚体

位移。

4.1 结构的刚心

在力的作用下，超静定系统内的两个刚体发生

微小的相对运动，为了求解超静定系统的平衡方程，

首先计算结构的刚心。

为了简化计算，设图 8（a）中上方圆形刚体半径

为 R，图 8（b）中二根杆的刚度相同，取并联刚度为 ki。

在 XOY平面中，设刚心位于点 S（a，b），如图 9所示。

Fig. 9 Coordinates of center of stiffness

在自由状态下，超静定系统不受外力作用，结构

平衡方程的矩阵形式为

( )RT - XI 2 × Z KI Z × 1 = 0 （12）
式中
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求解矩阵 X 即可得到刚心在 XOY平面内的坐

标。在外力 F的作用下，上方刚体将绕刚心 S转动。

4.2 轴向偏差

在图 9中，设力的作用点坐标为（m，n），结构的

平衡方程为

ì
í
î

( )RT - XI 2 × Z Kδ = M
I 1 × ZKδ = F

（18）

δ = [ ]δ1 δ2 ⋅ ⋅ ⋅ δZ
T

（19）
M = [ ]F ( m - a ) F ( n - b ) T

（20）
式中 δi 是 ki 对应二力杆发生的弹性变形量在 Z

方向的分量。

上方刚体二力杆支点 Pi的初始坐标为

Pi = é
ë
ê

ù
û
úRcos 2π ( i - 1 )

N
,Rsin 2π ( i - 1 )

N
,0 （21）

刚体发生运动后，点 Pi坐标变为

P ′
i = é

ë
ê

ù
û
úRcos 2π ( i - 1 )

N
,Rsin 2π ( i - 1 )

N
, - δi （22）

在N个支点中取三点构建向量，则平面法向量为

n = P ′
1P ′

2 × P ′
1P ′

3 （23）
因各点共面，则存在

n·P ′
1P ′

i = 0 ( i ≠ 1,2,3 ) （24）
二力杆并联结构与上方刚体共形成 N个支点，

可以构建 N-3个等式，作为刚体运动前后的变形协

调条件。将式（18）系统平衡方程与式（24）变形协调

条件联立，构成 N阶线性方程组，解得 δ并将其带入

式（23）得到刚体转动后的平面法向量 n。n与 Z坐标

的夹角是二力杆变形沿 Z坐标分量引起的刚体倾角，

其与初始倾角作差后即得到轴向定位偏差。

4.3 同心偏差

根据变形协调关系，可以得到

δ′ = δtanφ （25）
式中 δ′i 是 ki对应二力杆发生的弹性变形量在径

向的分量，δ′i 沿 X，Y方向的合成后可得刚体位移，其

与初始位移作差后即得到同心偏差。

5 算 例

选用齿数 N=32/36，跨径节数 27/29，压力角 α=
40°的圆弧端齿为计算对象，进行齿面径向分力计算

和定位偏差计算。

5.1 齿面径向分力计算

采用式（11）计算齿面受力径向分量占齿面合力

的 比 例 。 当 齿 数 N=32，跨 径 节 数 为 27 时 ，为 η =
3.75%；当齿数 N=36，跨径节数为 29时，η=3.34%。采

用考虑无摩擦接触有限单元法的计算结果分别为 η=
3.63%和 η=3.24%，该结果与理论计算结果相符。

5.2 定位偏差计算

设二力杆并联刚度 ki的基准值为 8×102N/mm，二

力杆基准长度为 3mm。采用随机算法模拟圆弧端齿

加工误差的随机分布，以二力杆长度沿 Z向的变化量

δi 表示，分别取值 2.13，2.13，2.12，2.11，2.10，2.08，
2.06，2.04，2.01，1.99，1.97，1.95，1.93，1.91，1.90，
1.90，1.89，1.90，1.90，1.91，1.93，1.95，1.97，1.99，
2.01，2.04，2.06，2.08，2.10，2.11，2.12，2.13，单 位 为

1μm。施加压力前，上方刚体与 Z轴的夹角为 2.09×
10-5rad，施加竖直向下的 50N作用力后，上方刚体与

Z轴的夹角变为 1.59×10-5rad，轴向偏差减小，定位精

度得到提升。

5.3 刚度弱化的影响

分别计算仅有 1组、相邻 2组、相邻 3组、相邻 4
组二力杆的并联刚度各为基准值 10%时，在 50N力

的作用下，刚体轴向偏差的变化。如图 10所示，随着

刚度弱化结构个数的增加，轴向偏差 θ成线性增大，

且变化率有逐渐增大的趋势。

Fig. 10 Influence of weakened structures

6 结 论

通过对圆弧端齿联轴器弹性平均定位原理的研

究，揭示了齿面结构参数对定心效果的影响机理，提

出了连接结构定位偏差计算方法，得到结论如下：
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（1）装配力和弹性变形补偿是圆弧端齿利用弹

性平均原理实现定位的关键要素，在设计定位特征

时，应确保接触面在装配力的作用下可以产生有效

弹性变形。

（2）在圆弧端齿结构设计过程中，应合理设计齿

面结构参数，把单侧齿面受力沿联轴器径向分量不

为零作为齿面参数满足定心要求的必要条件。

（3）圆弧端齿联轴器轴向偏差和同心偏差受单

齿刚度影响，随着刚度弱化的相邻齿数增加，轴向偏

差变化率有逐渐增大趋势。
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